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Introduction

Le commencement de toutes les sciences,
c’est l’étonnement de ce que les choses sont

ce qu’elles sont.

Aristote

Ce mémoire pour I'habilitation a diriger des recherches se veut une synthése de mes travaux scienti-
fiques depuis ma soutenance de thése en 2018 (GIRARDIN 2018c¢). Cette synthése de huit ans de travaux
n’a pas vocation a étre exhaustive mais tente de présenter une vue d’ensemble. J’ai particulierement
a cceur de mettre en exergue les liens transversaux entre mes diverses thématiques de recherche et de

dégager une cohérence globale.

Présentation générale

Mon domaine de recherche est ’analyse mathématique de modeles de type systémes d’équations
aux dérivées partielles de type réaction-diffusion pour la biologie des populations (écologie,
biologie évolutive, épidémiologie, génétique des populations, dynamique de populations cellulaires, etc.)
spatialisée. Dans une moindre mesure, je contribue & la modélisation elle-méme. Je participe tant a des
recherches monodisciplinaires en mathématiques qu’a des recherches interdisciplinaires avec des biolo-
gistes.

Quand un groupe de populations constituant par exemple un écosystéme, une population structurée
ou un ensemble de compartiments épidémiques est soumis a une loi d’évolution déterministe (négligeant

donc en particulier les fluctuations aléatoires & 1’échelle individuelle), celle-ci s’écrit souvent sous la forme
d;u =D(u) + R(u), (1)

ou le vecteur u regroupe ’ensemble fini des densités de population considérées, ou 9; désigne la dérivée
partielle par rapport a la variable temporelle, ou I'opérateur de dispersion D est dans les cas les plus
simples une diagonale de laplaciens, et ou l'opérateur de réaction R est un champ de vecteurs non
linéaire qui modélise a la fois les autoréactions de chaque population et les interactions entre populations.

Quand u est en fait un scalaire u et 'opérateur de dispersion est un laplacien a taux d > 0, le systéeme

(1) devient I’équation de réaction-diffusion usuelle :
oru =dAu + f(u). (2)
Quand la fonction f est logistique a taux r > 0, on obtient I’équation dite de Fisher-KPP :
oru =dAu + ru(l —u). (3)
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Cette équation, introduite indépendamment la méme année par FISHER 1937 et KOLMOGOROV,
PETROVSKY et PISKUNOV 1937 comme modele en génétique des populations pour la fixation d’un allele
dominant, a depuis été utilisée dans de trés nombreux autres contextes. Sans chercher a dresser une liste
exhaustive, il faut au moins pointer la premieére utilisation en écologie pour I’étude de I’expansion de l'aire
de répartition d’une espece invasive par SKELLAM 1951. Le succes de I’équation de Fisher-KPP comme
modele transversal en biologie des populations s’explique en particulier par ses solutions de forme onde
progressive, quand elle est posée dans 'espace euclidien unidimensionnel R. Il s’agit de solutions de (3)
de la forme u(t,x) = p(x — ct), avec un profil constant p € C?(R) reliant I’état instable 0 & I’état stable 1
et avec une vitesse d’invasion constante ¢ > (. Le minimum des vitesses d’invasion admissibles, qui
vaut 2Vrd, correspond souvent remarquablement bien aux vitesses relevées sur le terrain.

Un outil clé pour analyser I’équation de Fisher-KPP est le principe de comparaison, c’est-a-dire
la préservation forte de 1’ordre : des solutions initialement ordonnées le restent perpétuellement (principe
de comparaison faible), et si ces solutions difféerent initialement, alors elles ne peuvent pas entrer en
contact (principe de comparaison fort). Cette propriété est en fait vérifiée par tout terme de réaction
f(u) de régularité au moins lipschitzienne et, a 1’aide de cette méme propriété, des équations de réaction-
diffusion (2) avec des termes de réaction non linéaires f(u) différents (monostables sans sous-homogénéité,

bistables, a ignition, multistables, etc.) ont été analysées avec succes au cours du XX¢ siecle.

Mon travail consiste essentiellement a calculer les équilibres et les vitesses d’invasion dans des
systemes de réaction-diffusion modélisant des processus biologiques complexes, pour lesquels 1’état u(t, x)
solution de (1) n’est plus un scalaire mais un vecteur a plusieurs composantes. Un premier exemple de

tel systeme est le systéme de Lotka-Volterra compétitif a deux especes avec diffusion :

(4)

ou =Au+u(l —u— av),
90 =dAv +ro(l —o — bu).

Ici, les taux de diffusion et de croissance intrinseque de I’espéce u sont ramenés a 1 par adimensionnement
de I'espace et du temps, ceux de v sont des constantes d > 0 et r > 0, et leur compétition est régie par

des taux de compétition interspécifique a > 0 et b > 0.

Pour les systemes de plusieurs équations, le principe de comparaison faible est vérifié dans le cas bien
particulier des systémes dits coopératifs, c’est-a-dire avec un terme de diffusion D(u) sans couplage (la
i-éme composante de D(u) ne dépend que de la i-éme composante de u) et un terme de réaction R(u)
satisfaisant la condition dite de Kamke (SMITH 1995), qui, pour un champ de vecteurs R de classe au
moins C!, se lit comme I'essentielle positivité de sa matrice jacobienne. La condition de Kamke peut étre
satisfaite globalement ou seulement dans un sous-ensemble des états u admissibles, auquel cas le systéeme

est localement coopératif.

A partir des systémes coopératifs préservant 'ordre partiel canoniquement associé & Porthant positif,
on peut obtenir par transformations bien choisies de nouvelles familles de systémes préservant d’autres
ordres et pour lesquelles on peut de nouveau exploiter le principe de comparaison. Par exemple, le systéeme
obtenu apres application de 'isomorphisme (4,0) — (u,1 —v) au systéme (4) est localement coopératif
dans [0,1] x [0,1], ce qui a permis de nombreux travaux sur les ondes progressives du systéme (4) des
années 1980 (GARDNER 1982 ; HOSONO 1989) a nos jours, en passant par mes travaux de M2 et de these.

Mais de telles transformations sont parfaitement insuffisantes pour couvrir I’ensemble des systémes
intéressants pour la biologie. Au contraire, le principe de comparaison est violé dans bien des modeles
standards (modeéles proie-prédateur, modeéles SIR, modeéles compétitifs & 3 espéces ou plus, populations

a croissance logistique structurées en age, en trait phénotypique ou en taille, modeles a diffusion croisée,
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modeles pour le chimiotactisme). En I’absence de principe de comparaison, des phénomeénes nouveaux et
encore incomplétement compris peuvent émerger. Les exemples les plus célebres sont les motifs spatiale-
ment structurés produits par des systémes activateur-inhibiteur (TURING 1952) et les cycles périodiques
produits par des systémes proie-prédateur (LOTKA 1924 ; VOLTERRA 1926).

Ainsi, pour ce qui est de la méthode mathématique, mes articles s’appuient donc d’une part sur des
exploitations nouvelles du principe de comparaison quand il reste disponible (un exemple récent :
GILETTI, GIRARDIN et MATANO sous presse), et d’autre part sur des élaborations de nouveaux
outils d’analyse quand il ne I'est pas. Ces nouveaux outils d’analyse peuvent reposer sur des principes
de comparaison partiels satisfaits par des systémes auxiliaires (un exemple récent : GIRARDIN et NADIN
sous presse), ou s’émanciper complétement de 1’analyse par principe de comparaison (un exemple récent :
COVILLE et GIRARDIN 2025).

Certains de mes travaux portent en outre sur des termes de réaction spatiotemporellement hétérogenes,
ou R(u(t, x)) est remplacé par R(t, x,u(t,x)). Les variations de (t,x) — R(t, x,u) a u fixé modélisent des
variations exogénes de ’environnement dans lequel évoluent les densités de population u. Il peut
s’agir par exemple de fluctuations aléatoires, périodiques, ou en translation dans une certaine direction
de Pespace. Cette variabilité est un élément souvent clé en biologie (déréglement climatique, rythmes
biologiques, etc.) et pouvoir en tenir compte dans l’analyse des propriétés de persistance et de propagation

est une des forces des modeles de réaction-diffusion.

Plan du mémoire

Depuis mon recrutement en 2020 comme chargé de recherche CNRS a I'Institut Camille Jordan a
Lyon, mon activité de recherche s’est organisée autour de trois grandes thématiques biologiques : les
populations structurées, le forcage génétique et 'agroécologie. En complément, une thématique
mathématique plus fondamentale a émergé pendant ma these et a été confirmée comme un pivot de l’en-
semble de mes recherches : le phénomeéne dit de tirage non local dans les vagues successives d’invasion.
Ces quatre thématiques constituent les quatre principaux chapitres de ce mémoire.

Dans le Chapitre 1, je présenterai les résultats sur le tirage non local issus de GILETTI, GIRARDIN
et MATANO sous presse. Cette premiere place dans ’exposé, bien que contraire a la chronologie de mes
travaux, facilitera didactiquement la présentation des chapitres suivants. Dans ce chapitre, j’expliquerai
ce qu’est ce phénomene de tirage non local, comment il s’articule avec les notions plus classiques de front
tiré et de front poussé, comment il survient de maniere inattendue dans des modeles de réaction-diffusion
relativement simples, et en quoi il constitue une certaine frontiere de la modélisation biomathématique
par équations de réaction-diffusion.

Le Chapitre 2 sera dédié a mes résultats sur les modeles de population structurée, c’est-a-dire de
population subdivisée en classes. Il comprendra trois sections, correspondant chacune & une non-linéarité
particuliére : les termes de réaction logistiques & compétition non locale en classe (GIRARDIN et GRIETTE
2020 ; GIRARDIN 2019c; GIRARDIN et MAZARI sous presse; GIRARDIN 2025; GIRARDIN et NADIN sous
presse), les termes de réaction logistiques & compétition non locale en classe et en espace et de premier
rang (COVILLE et GIRARDIN 2025), les termes de réaction a effet Allee (ALFARO, GIRARDIN, HAMEL et
RoQueEs 2021). Ce chapitre permettra en outre de souligner un lien structurel profond entre systémes
discrets et équations non locales continues.

Le Chapitre 3 portera sur des modeles de forgage génétique. Il commencera par une présentation de
cette biotechnologie méconnue mais aux applications potentiellement historiques et dont les dangers sont

encore mal estimés. Seront ensuite présentés des résultats obtenus d’abord pendant mon postdoctorat
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(GIRARDIN et DEBARRE 2021) puis dans le cadre d’un co-encadrement de these interdisciplinaire (KLAY
2023 ; KLAY, GIRARDIN, CALVEZ et DEBARRE 2023; KLAY, GIRARDIN, CALVEZ et DEBARRE 2025;
KLAY, GIRARDIN, CALVEZ et DEBARRE sous presse) sur des modéles couplant génétique des populations,
biologie évolutive et écologie spatiale.

Le sujet du Chapitre 4 sera I’analyse d’un modele pour I'agroécologie, elle aussi réalisée dans le cadre
d’un co-encadrement de thése interdisciplinaire (MAUCOURT 2024 ; GIRARDIN et MAUCOURT 2023). A
travers le cas concret de la betterave sucriére, dont la culture est menacée chaque année par les virus
de la jaunisse et leurs vecteurs pucerons, et pour laquelle ’agroécologie propose en alternative aux néo-
nicotinoides des combinaisons de contremesures parmi lesquelles le biocontrdle par des ennemis naturels
comme la coccinelle, je présenterai des résultats pour une nouvelle famille de modeles, profondément non
coopératifs car entremélant dynamiques prédatives et infectieuses, et qui peuvent pourtant étre analysés
en détail grace a une structure hiérarchique particuliere a ’agroécologie.

Certains de mes travaux postdoctoraux (GIRARDIN, CAIVEZ et DEBARRE 2019 ; GIRARDIN et HILHORST
2022 ; GIRARDIN 2019b) ne sont pas présentés dans ce mémoire. Cette mise a ’écart n’est pas un juge-
ment de valeur mais un choix guidé par la cohérence thématique. D’une part, les articles GIRARDIN et
HILHORST 2022 ; GIRARDIN 2019b se placent dans la continuité de mes travaux de these sur les problémes
de frontiere libre issus de limites ségrégatives de systemes de compétition-diffusion & deux especes, sur
lesquelles je n’ai pas eu le temps de travailler davantage depuis mon recrutement au CNRS. D’autre part,
l'article GIRARDIN, CALVEZ et DEBARRE 2019 est mon premier travail sur le forcage génétique, dans
lequel était étudiée une contremesure appelée frein, agissant comme un prédateur. Les travaux sur le
forgage génétique qui seront présentés au Chapitre 3 sont tributaires de cette premiere collaboration in-
terdisciplinaire mais approfondissent une direction différente, dans laquelle le forcage génétique est freiné
par 'impact démographique de sa fixation et non pas par une contremesure extérieure.

L’article KLAY, GIRARDIN, CALVEZ et DEBARRE sous presse de la thése KLAY 2023 n’est discuté
que tres succinctement dans le Chapitre 3. Cet article porte sur une approche semi-déterministe semi-
probabiliste pour mieux comprendre certains phénomeénes rares liés au forcage génétique. Le reste du
mémoire portant sur des modeles exclusivement déterministes, le passage au second plan de cet article
trés récent simplifie ’exposé et en préserve la cohérence.

Le mémoire sera clos par une bréve conclusion et quelques perspectives pour la suite de mon activité

de recherche.

Notations

Dans tout le mémoire, j'utiliserai les notations anglaises pour les intervalles ouverts (a, b), les transpo-
sitions de matrices AT, et les ensembles finis d’entiers strictement positifs consécutifs [N] = {1,2,...,N}.

Les notations plus spécifiques seront détaillées au fur et a mesure.

vi



Chapitre

Le tirage non local

Trop tirer rompt la corde.

Proverbe francgais

Dans ce chapitre, je présente d’abord un état de I'art succinct sur les fronts d’invasion non localement
tirés, y compris un bref rappel sur mon article de thése GIRARDIN et LAM 2019, puis je présente les
résultats de 'article récent GILETTI, GIRARDIN et MATANO sous presse.

1.1 Etat de I’art

1.1.1 Avant les fronts non localement tirés, les fronts tirés : ’exemple de
I’équation de Fisher-KPP

Soit la solution u du probléme de Cauchy associé a ’équation de Fisher-KPP unidimensionnelle :

(1.1)

Ot = dogxtt + ru(1l — u) dans R*™* x R,
u(0,-) = ujni € Ce(R,RY) \ {0}.

L’hypothése de support compact sur la condition initiale u;,; modélise une population introduite dans
une région confinée d’un environnement initialement inoccupé. Le caractére bien posé de ce probleme est
une propriété standard, conséquence du fait que u = 0 et ¥ = max (maxyer Uini(x), 1) sont respectivement
une sous-solution et une sur-solution, sur laquelle je ne reviendrai pas (voir, par exemple, PAO 1992,
Chapitre 7).

Dans le travail fondateur de KOLMOGOROV, PETROVSKY et PISKUNOV 1937, il est démontré que
quand uin; est Uindicatrice de R™, la solution u se propage & vitesse asymptotique 2Vrd, dans le sens

précis suivant :

u(t,x)—p(x—2\/at+m(t))| =0, (1.2)

lim sup
t—+00 J R

ol p € C%(R, [0,1]) est le profil de la solution onde progressive de vitesse 2Vrd et ot m(t) = o(t) est un
retard sous-linéaire. Sur ce retard, beaucoup de travail a été accompli depuis KOLMOGOROV, PETROVSKY
et PISKUNOV 1937 et en particulier a la suite de M. BRAMSON 1983, de sorte qu’il est désormais bien
mit) +00, ou encore m(t) = O(Int) et Int = O(m(t)),

, . . . t .
établi que 0 < liminf;— e % < limsup, 400 7,5
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u
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p(x —c*t +o(t))

0 X

-
>

FIGURE 1.1 — Représentation schématique du comportement asymptotique de la solution de d;u = doy,u+
ru(1 —u) avec condition initiale uj,; € C.(R,R*) \ {0}. Elle converge spatialement uniformément en temps
long vers une onde progressive de profil p et vitesse ¢* = 2Vrd retardée d'un o(t) qui est en fait ©(Int).
La constante r est représentée pour préparer la suite du chapitre sur des r hétérogénes mobiles.

double comparaison asymptotique que je noterai dans la suite @(Int). Des résultats bien plus précis

existent mais ce mémoire ne les abordera pas par souci de concision.

Quand la condition initiale uy,; est & support compact, ARONSON et WEINBERGER 1975 ont montré

que la solution se propage de la méme maniere mais dans les deux directions :

u(t,x) —p (x —2Vrdt + O(In t))’ =0,

lim sup
t—+o00 x>0

(1.3)

lim sup
t—=+00 <

u(t,x) —p (—x —2Vrdt + O(In t))‘ =0.

Ce résultat classique est illustré par la Figure 1.1.

Dans un espace euclidien de dimension arbitraire, ARONSON et WEINBERGER 1978 ont montré que
cette propriété se généralise ainsi :
Ve >2Vrd  lim sup |u(t,x)| =0,
t—+o0 |x|>ct
(1.4)
Ve € (0,2Vrd) lim sup |u(t,x)—1] =0.
t—+00 x| <ct
Ces limites ne font pas intervenir de profil d’onde progressive et sont donc moins précises dans le cas

unidimensionnel. Elles peuvent se réécrire ainsi :

2\@=inf{c>o

lim sup |u(t,x)| = O}

t—+00 |x|>ct

lim sup |u(t,x) —1| = 0} .

t—+00 x| <ct

=sup{c>0

Dans la suite du mémoire, on retiendra plutdt cette définition de la vitesse asymptotique de propa-
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gation, quelle que soit la dimension spatiale, pour des raisons d’indétermination du profil asymptotique
qui deviendront claires ultérieurement.

Pour préparer la discussion suivante sur les fronts tirés, mais aussi pour appréhender les techniques
de preuve qui vont étre mobilisées au fil du mémoire et les enjeux mathématiques sous-jacents, il est utile

et intéressant de présenter une preuve élémentaire des égalités de (1.5).

Démonstration de (1.5). On commence par établir, par résolution élémentaire de 1'équation différentielle

ordinaire dp” + cp’ + rp =0, le lemme suivant.

Lemme 1.1.1. Les solutions de l’équation linéaire d;u = docxu + ru de la forme particuliére u : (t,x) —
p(x —ct) avec p € C*>(R) et ¢ >0 sont :

1. sic > 2VNrd, les combinaisons linéaires de la forme

—c+Vc2-4rd —c=Ve2-4rd

(t,x) > Ae™ 22 X7¢0) 4 Be= 3 *7¢) A BeR; (1.6)
2. sic=2Vrd, les combinaisons linéaires de la forme
(t,x) > (A(x —ct) + Ble Vi=e) A BeR; (1.7)

3. sic < 2Vrd, les combinaisons linéaires de la forme

Vird—&
2d

Vird—&

A
cos 2d

(t,x) —

(x—ct)) +Bsin( (x—ct)))egé(x_”), A,BeR. (1.8)

On remarque ensuite que, pour prouver (1.5), il suffit de prouver :

(2@, +00) C {c >0

lim sup |u(t,x)| = 0},

t—+00 x| =ct

(1.9)
(Q2%@)c{c>o

lim sup |u(t,x)—1]=0;.
t—+o00 |x|<ct

La preuve consiste ensuite une construction, a partir du Lemme 1.1.1, d’une sur-solution en translation
a vitesse 2Vrd permettant de prouver la premiere ligne de (1.9) et, pour tout ¢ € (O, 2Vrd), d’une sous-
solution en translation & vitesse ¢ permettant de prouver la seconde ligne de (1.9).

On commence par la sur-solution. On définit les fonctions auxiliaires suivantes :

u* o (t,x) — e_‘/%(x_m/rdt), (1.10)
us1 1 (t,x) = 1+ max ujni(y)e™ ", (1.11)
yeR

puis on définit pour un parametre A € R qui va étre précisé juste apres :
u : (t,x) — min (Au* (t,x), Au* (t, =x), u>1 (£, %)), (1.12)
Il existe un A > 0 si grand que u(0, x) > ujyi(x) pour tout x € R. En outre, dans R** xR, on a
Optis1 — ddxxlis1 = —1 max uinic " > rus1 (6, x) (1 —us1(t,x)) =r (1 + max uinie_”) (— max uinie_”) (1.13)

3



Chapitre 1. Le tirage non local

et, d’apres le Lemme 1.1.1 et par positivité de u* dans R X R,
U™ — doyxu* = ru* > ru* (1 —u®). (1.14)

On déduit apres application du principe de comparaison entre la solution u, la sur-solution u et la sous-

solution 0 que, dans R* X R, 0 < u < u. Cela prouve la premiere ligne de (1.9).

On poursuit avec la sous-solution & ¢ € (0,2Vrd) fixé. Soit § € (0,1) tel que ¢ < 2+/r(1 —8)d < 2Vrd.

On définit la fonction auxiliaire suivante :

Var(1 - 8)d — 2

uc : (t,x) s e2d (X¢t) (oq (T(x—ct)) X[-z.+7] (x—ct)], (1.15)

2d

(\/41‘(1 —8)d - ¢2

ou X[-z+7] est 'indicatrice sur R de l'intervalle [—%+%] Puis, pour un parametre B € R qui va étre

précisé juste apres, on définit :

1
u, : (t,x) = Bmax (uc(t, x), ue(t, —x), 3 I}Ijl?]é( Uc(0, Y) X[=ct+ct] (x)) . (1.16)

Pour tout t > 0, la fonction x + u (¢, x) est a support compact dans R. Par continuité, il existe un B > 0 si
petit que u_(1,x) < u(1,x) pour tout x € R (en effet, par application immédiate du principe du maximum,
Uini > 0 et ujy; # 0 impliquent u(t,x) > 0 pour tout t > 0 et x € R). En outre, quitte a réduire encore B,
on peut supposer maxyer Buc(0,x) < 8. Par construction, il s’ensuit que sup; y)er+xr Buc(f,x) < 5. Ainsi,

on a d’apres le Lemme 1.1.1 appliqué avec r remplacé par r(1 —9) :
0¢(Buc) — doxx (Bue) =r(1 = 8)Bue < r(1 — Buc)Bu, dans {(t,x) | uc(t,x) > 0}. (1.17)
Par ailleurs, la constante C = %B maxcr c(0,y) satisfait C < Bmaxyer uc(0,y) <6 < 1, de sorte que
9;C —doC=0<rC(1-0). (1.18)

De méme, la constante 0 est une sous-solution. On déduit apres application du principe de comparaison
entre la solution u et la sous-solution u, que, dans [1, +c0) xR, u > u . En remarquant que, par construction,
la fonction ¢ + miny<c; 1, (¢, x) est constante en dehors d'un compact et a valeurs strictement positives,

on peut alors définir C” = lim; 1o miny|<¢; 4, (¢, x) > 0 et déduire 'asymptotique suivante :

liminf inf u(t,x) > C'. (1.19)

t—+00 |x|<ct

Pour conclure la preuve de (1.5), c¢’est-a~dire pour prouver la seconde ligne de (1.9), il reste & montrer
que u(t,x) — 1 uniformément dans intervalle [—ct, +ct], ¢ étant toujours donnée arbitrairement dans
(0, 2@) En vertu de 'inégalité u < u, on a déja limsup,_,, sup,cr u(t, x) < 1. Il reste donc a montrer

que liminf, o infjy<qe u(t, x) > 1.

Soit (tx)ren et (xx)renw deux suites telles que, pour tout k € N, |xi| < ct, et telles que

u(ty, xx) — liminf inf wu(t,x) quand k — +co. (1.20)
t—+00 |x|<ct

La suite t; diverge vers +oo. Soit (uy)ren la suite de fonctions définies par ug : (¢, x) > u(t + tg, x + xx).

En appliquant (1.19) avec ¢ remplacée par % (c + 2%), on obtient ’existence d’une nouvelle constante

4
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C” € (0,1) telle que, pour tout compact K C R xR,

liminf inf wui(t,x) >C”. 1.21

k—+00 (t,x)eK k( ) ( )
En vertu des estimations de régularité parabolique classiques présentées par exemple dans LIEBERMAN
1996 et d’un procédé d’extraction diagonale, la suite (ux) converge, a extraction pres, localement unifor-

mément, vers une limite u, € C*(R, C2(R)) qui satisfait :

C”" St €1 et BiUoo — dByxlico = rieo(l — Us) dans R X R. (1.22)
La fonction v = 1 — u., satisfait alors, toujours dans R X R :

0<0<1-C"<1, 80—ddyv=-Tuo(l—1us) =rov(v-1). (1.23)

En particulier, pour tout ty € R, la solution de ’équation différentielle ordinaire w’ = rw(1l — w) avec
condition initiale w(ty) = 1—%” € (1-C", 1) satisfait, par principe de comparaison, w > v dans [tg, +o0) XR.
Mais alors la convergence w(t) — 0 quand t — +oo implique que, pour tout & > 0, il existe t, > 0,
indépendant de tg, tel que w(tyg + t.) < €. L’inégalité 0 < sup,cp 0(¢, x) < € devient alors une conséquence
immédiate du choix tg = t — t.. Puisque cette inégalité est vraie pour tout £ > 0 et tout ¢t € R, il s’ensuit
que v est identiquement nulle. Autrement dit, ue = 1.

Par unicité, la suite (ux) converge localement uniformément vers 1, sans besoin d’extraction de sous-

suite. Par unicité de la limite, on a donc bien démontré que lim inf, o inf|yj <, u(t, x) = 1. O

Quelques remarques importantes sont de mise apres cette preuve.

D’abord, le calcul de la vitesse critique 2Vrd découle entitrement de la linéarisation de I’équation
de Fisher-KPP en u = 0. Si 'on omet la fonction auxiliaire us1, qui ne sert qu’a contrdler la solution par
au-dessus mais n’a pas d’influence réelle sur la vitesse de propagation, la construction des sur- et sous-
solutions dépend elle aussi seulement de I’équation linéarisée. Plus précisément, elle dépend de solutions
positives de 1’équation linéarisée stationnaire dans le repére mobile centré en x = ct, posée soit sur
le domaine spatial R tout entier, soit sur un intervalle borné avec valeurs nulles au bord. Ces solutions
peuvent étre vues comme des fonctions propres positives, la premieére d’un probleme spectral elliptique
posé sur R, la seconde d’un probléme spectral elliptique posé sur un intervalle borné avec conditions de
Dirichlet. La construction des sur- et sous-solutions repose donc sur la recherche de fonctions propres
positives d’opérateurs elliptiques. Dans le cas du probleme de Dirichlet, un lien évident avec le théoréme
de Krein-Rutman apparait. Dans le cas du probléeme posé sur R, cependant, le lien est a priori rompu
par le manque de compacité.

Ensuite, la preuve de la convergence vers 1 dans le sillage du front d’invasion repose d’une part sur
une propriété de positivité faible du sillage et d’autre part sur un résultat d’unicité de type Liouville
pour les solutions entiéres (c’est-a-dire éternelles en temps et globales en espace, ou encore définies pour
tout t € R et x € R) bornées et uniformément strictement positives de I’équation de Fisher-KPP.

Enfin, le principe du maximum qui est implicitement appliqué dans le principe de comparaison n’est
pas la forme la plus classique, pour des fonctions lisses dans un domaine borné avec conditions de bord
de Dirichlet, de Neumann ou de Robin. Ce n’est pas non plus le principe de Phragmen-Lindel6f classique,
présenté par exemple dans PROTTER et WEINBERGER 1984, Chapter 3, Theorem 10; FRIEDMAN 2013,
Chapter 2, Theorem 9; ou encore PAO 1992, Chapter 7, Theorem 1.3, car celui-ci est énoncé pour des

fonctions lisses. Ce n’est pas non plus l'extension, relativement standard, du principe de Phragmen-
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Lindel6f & des maximums de sous-solutions lisses. En effet, dans la preuve ci-dessus, la fonction

\ar(1 = 8)d — c2

5 (x—ct)
t > e2d
(t,x) —>e cos 54

(x —ct) (1.24)
n’a aucune chance d’étre une sous-solution lisse globale. Ce n’est une sous-solution que localement, la
ou elle est positive. Cet usage de sous-solutions locales pour construire par recollement une sous-solution
globale est fréquent dans les travaux que je vais présenter dans la suite du mémoire, en particulier chaque
fois qu'une fonction propre d’un probleme elliptique de Dirichlet posé dans un domaine borné Q c R”
est prolongée par 0 dans R" \ Q. En tout état de cause, le principe du maximum que j’utilise ci-dessus
peut étre vu comme une extension a l’espace euclidien tout entier du principe du maximum pour des
sous-solutions faibles prises dans L?(H') N L*(L?) en domaine borné, tel que démontré dans LIEBERMAN
1996, Chapter VI, Theorem 6.25. Il peut encore étre compris comme une extension a l’espace euclidien
tout entier du principe du maximum pour une certaine notion de sous-solution généralisée en domaine
borné, liée a la théorie des solutions de viscosité, présentée dans LAaM et Lou 2022, Chapter 1, Theorem
1.1.9. Un principe de comparaison suffisant pour I’ensemble du mémoire est donné dans 1’Annexe A,
Théoréme A.0.1.

1.1.2 Fronts tirés & fronts poussés

Comme souligné plus haut, la vitesse 2Vrd associée A I'équation de Fisher-KPP (3) est linéairement
déterminée. Pour la prédire, il suffit d’étudier 'avant du front d’invasion, ou le terme quadratique de
I’équation devient négligeable. Microscopiquement et du point de vue de la modélisation, les individus
situés en amont du front d’invasion sont suffisamment espacés spatialement pour ne ressentir aucune com-
pétition inter-individuelle. En étant seulement soumis & un mouvement brownien et & une reproduction
malthusienne, ils sont ceux pour qui la prolifération est la plus facile. Ils gouvernent donc la dynamique
du front d’invasion. Ces individus explorent 1’espace inhabité, fondent de nouvelles colonies, et « tirent »
le front qui les suit. On parle donc de front tiré (STOKES 1976).

Au contraire, si le terme de réaction f(u) de 'équation de réaction-diffusion (2) est tel que la vitesse
asymptotique de propagation, notée c*, n’est pas la vitesse minimale des solutions positives de 1’équation
linéarisée dp” + cp’ + f'(0)p = 0, notée cjy, et valant 2W si f7(0) = 0 et 0sif(0) <0, alors on
parle de front poussé (STOKES 1976). Microscopiquement et du point de vue de la modélisation, les
individus situés dans le sillage du front d’invasion sont impactés par la densité de population environnante
de maniére ambivalente, a la fois négativement par la compétition inter-individuelle et positivement par
des effets de coopération inter-individuelle (en écologie, on parle d’effet Allee; j’y reviendrai dans le
Chapitre 2). Quand les effets positifs ’emportent suffisamment nettement, ces individus rattrapent le front
d’invasion et le « poussent ». La vitesse ¢* est alors non linéairement déterminée. Cette détermination
non linéaire la rend en général difficile a calculer exactement mais le principe de comparaison permet de
I’encadrer.

Un exemple simple d’équation qui produit un front poussé est I’équation suivante :
O — dosxu = ru®(1 — u). (1.25)

Pour cette équation, il est connu depuis la fin des années 1970 (HADELER et ROTHE 1975 ; STOKES 1976 ;
UcHIYAMA 1978) que la vitesse asymptotique de propagation des solutions du probléme de Cauchy issues

de conditions initiales & support compact ¢* n’est pas la vitesse minimale de I’équation linéarisée cjj, = 0
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mais est ¢* = 4/rd/2. Cette formule exacte est remarquable pour un front poussé.

Pour résumer, a la suite de STOKES 1976, si ¢* = cjin, alors le front est dit tiré et la vitesse linéairement
déterminée, et si ¢* # ¢y (auquel cas on peut vérifier que ¢* > ¢}, par exemple par des arguments de
comparaison), alors le front est dit poussé et la vitesse non linéairement déterminée. Cette dichotomie est
robuste et a été étendue aux systémes d’équations de réaction-diffusion et en particulier aux systémes de

compétition-diffusion (4).

Des travaux plus récents, initiés par GARNIER, GILETTI, HAMEL et ROQUES 2012, proposent une
autre caractérisation des fronts tirés et des fronts poussés, fondée sur ’étude des dynamiques internes
de fractions neutres au sein des fronts d’invasion. Il s’agit de rendre rigoureuse I'intuition microscopique
suggérée ci-dessus : quelle est la généalogie des individus que 1'on trouve, en temps grand, au niveau du
front d’invasion 7 Au temps initial, ou étaient situés leurs ancétres 7 Cette approche a eu un retentissement

important mais ne sera pas mobilisée dans la suite de ce mémoire.

1.1.3 Ondes progressives

Une question fortement liée a celle de la détermination linéaire de la vitesse asymptotique de propa-
gation est celle de la vitesse minimale des solutions ayant une forme d’onde progressive, u(t,x) = p(x—ct).
Comme mentionné précédemment, 1’équation de Fisher-KPP produit des ondes progressives dont les pro-
fils p relient 1’état instable 0 & ’état stable 1, et I’'onde progressive de vitesse 2Vrd est, au sens de (1.2),
le comportement asymptotique du probléme de Cauchy (1.1).

Plus précisément, il est connu depuis KOLMOGOROV, PETROVSKY et PISKUNOV 1937 que I’équation
de Fisher-KPP admet une onde progressive de vitesse ¢ € R et de profil p € C%(R) solution de :

dp” +cp’ +rp(l—p) dansR,

lim p(z) =1,
e (1.26)

Ln.pe =0

p'(z) <0 pour tout z € R,

si et seulement si ¢ > 2Vrd. Un tel profil est alors unique a translation pres. La vitesse 2@, en plus d’étre
la vitesse asymptotique de propagation pour les solutions du probléme de Cauchy (1.1), est donc également
la vitesse minimale des ondes progressives évoluant vers la droite (les ondes progressives évoluant vers la

gauche étant obtenues par une simple réflexion).

Pour une équation de réaction-diffusion monostable plus générale de la forme (2) avec f(0) = f(1) =0
et f(u) > 0 pour tout u € (0,1), il est connu depuis ARONSON et WEINBERGER 1975 ; HADELER et ROTHE
1975 que des ondes progressives de vitesse ¢ et satisfaisant les mémes conditions aux limites existent si

et seulement si ¢ > ¢*

, ol la vitesse minimale ¢* coincide de nouveau avec la vitesse asymptotique de

propagation des solutions du probléme de Cauchy issues de conditions initiales & support compact.

Plus précisément, la Figure 1.1 reste vraie pour des termes de réactions monostables f(u) satisfaisant
seulement f(0) = f(1) =0 et f(u) > 0 pour tout u € (0,1). Le retard o(t) dans la convergence vers le profil
est par contre tres différent quand ¢* > ¢y, (front poussé), puisqu’il cesse d’étre ©(Int) pour devenir une
translation constante (UCHIYAMA 1978 ; GILETTI 2022). L’étude de ces retards et de la convergence vers

I’onde progressive retardée est un probléme classique de la littérature de réaction-diffusion scalaire.
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1.1.4 Vitesses asymptotiques de propagation de la solution d’un systeme de
compétition-diffusion monostable avec condition initiale a support com-

pact

Pendant ma thése, j’ai étudié avec A. Lam dans GIRARDIN et Lam 2019 (article qui a encore au-
jourd’hui un fort impact) la propagation dans Iespace unidimensionnel de deux populations soumises a
un systéme de compétition-diffusion quand leurs densités initiales sont toutes les deux a support

compact, positives et non nulles :

O = dgxtt + u(l — u — av) dans R*™* x R,
0:v = doyxv + ro(1 — o — bu) dans R™ xR,
u(0,-) = uini € C.(R, [0,1]) \ {0}, (1.27)

v(0,-) = vini € C(R, [0,1]) \ {0},

0<a<l1l<b.

Les inégalités 0 < a < 1 < b indiquent une compétition dite forte-faible : a densité de compétiteurs
égale, ’espece v ressent plus de compétition interspécifique que de compétition intraspécifique, tandis que
I’espéce u en ressent moins. L’espéce u dispose d’un avantage compétitif net. Pour le systeme d’équations
différentielles ordinaires sous-jacent, I’état (u,0) = (1,0) est stable tandis que les états (u,0) = (0,0) et
(u,v) = (0,1) sont tous deux instables; une convergence vers (1,0) est donc attendue des que ujn; # 0.

Un cas voisin, et plus facile a étudier pour des raisons de compatibilité avec le principe de comparaison
permettant d’analyser (1.27), est celui ol vj,; est remplacée par 1 —o;,;. Dans ce cas, la dynamique résulte
d’une perturbation initiale de I’équilibre (u,v) = (0,1) au lieu d’une perturbation initiale de I’équilibre
(u,0) = (0,0) et la vitesse asymptotique de propagation de u, également vitesse asymptotique de reflux de
v, a été caractérisée dans les années 2000 par LEwIS, B. L1 et WEINBERGER 2002 ; B. L1, WEINBERGER
et LEwIS 2005; WEINBERGER, LEWIS et B. L1 2002. En 'honneur de ces travaux, je la note crrw-.
Il a depuis été vérifié que cette vitesse, encadrée par 2V1 —a et 2, est parfois linéairement déterminée
(cLiw = 2V1—a) (cf. LEwis, B. L1 et WEINBERGER 2002; HUANG 2010; ALHASANAT et Ou 2019),
parfois non linéairement déterminée (criw > 2V1 —a) (cf. HUANG et HAN 2011; ALHASANAT et OU
2019), et qu’elle est dans tous les cas la vitesse minimale des ondes progressives (u,v)(t, x) = (p, q)(x —ct)
de profil monotone p’ < 0 < ¢’ connectant I’équilibre (u,0) = (1,0) a ’équilibre (u,0) = (0,1) (cf. B. L1,
WEINBERGER et LEWIS 2005). Le front d’invasion décrivant le remplacement progressif de v par u peut
donc étre tiré ou poussé, et a ce jour on ne connait toujours pas de caractérisation explicite des deux
régimes.

Pour notre cas plus complexe ou la dynamique résulte d’une perturbation initiale de ’équilibre (u,v) =
(0,0), il a été relativement aisé de montrer que, si rd < 1, du fait de I'asymétrie de la compétition, u
I’emporte sur v, v s’éteint uniformément en espace et u se propage a vitesse asymptotique 2. Le cas
critique rd = 1 a été laissé de co6té. Pour le cas rd > 1, nous avons démontré que v se propage dans les
deux directions & vitesse asymptotique 2Vrd et que u se propage ensuite dans les deux directions, en
remplacant v & une vitesse asymptotique inférieure strictement a 2. Le calcul de cette seconde vitesse
conduit de maniére inattendue & deux régimes : si 'écart entre 2Vrd et 2 dépasse un certain seuil, alors
la vitesse asymptotique de u est crrw ; si, au contraire, I’écart entre 2Vrd et 2 est sous le seuil, alors la
vitesse asymptotique de u est donnée par une valeur explicite, dépendante des parameétres et intermédiaire
entre c,pw et 2.

Autrement dit, quand v envahit trop lentement, la vitesse de u s’en trouve augmentée et se rapproche
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de celle d’une invasion en ’absence de v. Toute la question est en fait de savoir si u peut tirer profit de la
zone inoccupée devant v, dans laquelle aucune compétition ne s’exerce. La question a bien du sens car,
du fait du principe de comparaison fort, u(t,x) > 0 quel que soit t > 0 et x € R : & 'avant de son propre
front d’invasion, u est exponentiellement petite mais pas exactement nulle. Quand v progresse trop vite, u
ne peut pas profiter de la zone lointaine plus favorable. Mais quand v progresse suffisamment lentement,
u profite bel et bien de cette zone malgré la distance linéairement croissante en temps. Sa densité de
population exponentiellement petite a I’avant du front s’en trouve augmentée, et cela augmente ensuite
la vitesse du front d’invasion.

Dans la continuité de la terminologie tiré ou poussé présentée ci-dessus, le premier régime peut étre
appelé tirage local : le front d’invasion est tiré par I’environnement immédiatement devant lui, locale-
ment. Connaitre les caractéristiques de cet environnement suffit pour déterminer la vitesse d’invasion, qui
est localement linéairement déterminée. Au contraire, le deuxiéme régime est appelé tirage non local
pour refléter la contribution strictement positive d’une zone pourtant & distance linéairement croissante

en temps. La vitesse d’invasion est alors non localement linéairement déterminée.

Plus précisément, on définit la fonction auxiliaire suivante :

Fio(2va2(Viza+va)| -  [2VT=a+w)

c _ 2(1—[1)
c -3 \/E+ c—ova

(1.28)

Cette fonction est bijective, strictement décroissante, admet un unique point fixe F(2) = 2, et son inverse

Flicrce—+c2-4(1-a)+2Va (1.29)

Théoréme 1.1.2 (GIRARDIN et LAM 2019). Soit (u,0) la solution de (1.27).

est explicite :

1. Supposons 2Vrd < 2. Alors se produisent une extinction de v et un front d’invasion tiré de u :

lim sup o (¢, x)| =0, (1.30)
t—+0o0 x>0
lim sup |u(t,x) =1 =0 pour tout € € (0,2), (1.31)
I2F0 )<< (2-6)t
lim sup |u(t,x)]=0 pour tout e > 0. (1.32)
12400 (ohe)r<x

2. Supposons 2Vrd € (2,F 7! (cLrw)). Alors se produisent un front d’invasion tiré de v et un front

d’invasion non localement tiré de u :

lim sup (Ju(t,x) =1] + o (t,x)]) =0 pour tout ¢ € (O,F (2@)), (1.33)
fee 0Sx<(F(2M)—s)t

2Vrd - F (2\@)

lim sup (lu(t,x)|+ o (t,x) = 1]) =0 pour tout € € |0, 5 ,
o (P(2Vrd)+e)r<x<(2vrd-e)t
(1.34)
lim sup  (Ju(t,x)|+]o(t,x)]) =0 pour tout € > 0. (1.35)
t—+co
(2\/r71+e)t<x

3. Supposons 2\rd > F™1 (criw) et 2Vrd > 2. Alors se produisent un front d’invasion tiré de v et un
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front d’invasion localement tiré de v :

lim sup (Ju(t,x) = 1] + o (t,x)]) =0 pour tout ¢ € (0,cLLw), (1.36)
t—=+c0 O<x<(cLLw—¢)t
2Vrd —
lim sup (Ju(t,x)|+ o (t,x) = 1]) =0 pour tout ¢ € (0, W) (1.37)
fobee (CLLw+£)t<x<(2m—€)t
lim sup  (Ju(t,x)|+|o(t,x)]) =0 pour tout £ > 0. (1.38)
t—+o0
(2W+£)t<x

Il est notable que ce résultat ne dépende absolument pas de la détermination linéaire ou non linéaire

de la vitesse crw.

Le théoreme ci-dessus décrit les vitesses asymptotiques de propagation vers la droite. Par une simple
réflexion de (uini, vini) par rapport a x = 0, on obtient les vitesses asymptotiques de propagation vers la

gauche. En particulier, quand 2Vrd > 2, la vitesse asymptotique de propagation de u est donnée par :

Nowt (1-a) . .
max |criw, Vid = Va+ ———— | =inf{c > 0| lim sup |u(t,x)| =0
Vrd — +a el g PP

(1.39)

t—+00 x| <ct

=Sup{c>0 lim sup |u(t,x)—1|=0}.

La preuve de ce théoreme repose sur des constructions de sur- et sous-solutions dans la lignée de ce
que j’ai présenté plus haut pour ’équation de Fisher-KPP. Mais la nécessité d’encadrer simultanément
les deux especes et de relier la zone ou (u,v) =~ (1,0), la zone ou (u,v) =~ (0,1) et la zone ou (u,v) = (0,0),
sans négliger les interactions a longue distance qui engendrent le phénomeéne de tirage non local, rendent

cette construction tres technique.

1.1.5 Dans d’autres équations ou systémes de réaction-diffusion

Il s’est avéré que nous n’étions pas les premiers a identifier ce phénomene de tirage non local (HOLZER
et SCHEEL 2014), mais nous étions les premiers & le mettre en exergue dans un systéme standard de la
littérature. Depuis, il a pu étre identifié par des collegues dans de nombreux autres systémes issus de
la biologie des populations, par exemple et sans exhaustivité, quand une population de proies rapide
est pourchassée par deux populations de prédateurs (DUCROT, GILETTI, GUO et SHIMOJO 2021), quand
plusieurs souches de virus envahissent successivement une population d’individus susceptibles (DUCASSE
et NORDMANN 2023), ou encore quand une population évolue dans un environnement soumis & un chan-
gement climatique qui dégrade progressivement les ressources disponibles (LAM et YU 2022). Il est aussi
apparu dans la theése que j’ai co-encadrée sur ’analyse de modeles pour I'agroécologie et constitue une
suite potentielle des travaux sur les modeles de forgage génétique (j’y reviendrai dans les Chapitres 3 et
4).

10
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1.1.6 Vitesse asymptotique de propagation de la solution de I’équation de
Fisher-KPP avec taux de croissance monotone mobile et condition ini-

tiale a support compact

Un modele « jouet » pour mieux comprendre ce nouveau régime de propagation non localement tirée

est le probléeme de Cauchy scalaire suivant :

{&u(t, x) = doxxu(t,x) + r(x — cenvt)u(t,x)(1 —u(t,x)) pourt >0, x eR, (1.40)

u(0,+) = uini € C:(R,R") \ {0}.

Ici ceny > 0 est une vitesse environnementale imposée et r est un taux de croissance intrinseque constant

par morceaux :

ri siy<o,

VyeR r(y) = (1.41)
ro siy>0,

avec r1 et ro deux taux de croissance strictement positifs distincts. La question devient alors de caracté-

riser, en fonction de cepny, 11 €t ro, la vitesse asymptotique de propagation vers la droite ¢* de la densité

de population u.

Il était connu depuis au moins BERESTYCKI, HAMEL et NADIN 2008 que si l’environnement est
statique, c’est-a-dire cepy = 0, alors la vitesse asymptotique de propagation vers la droite est 2Vrad tandis

que celle vers la gauche est 2yr;d. Mais la preuve ne pouvait étre généralisée que pour des environnements

en translation lente, |ceny| < 24/min(ry, r2)d.

Le probleme a été complétement résolu par LAM et YU 2022 : les fronts d’invasion sont localement
tirés, au sens d’une détermination linéaire de la vitesse obtenue par linéarisation locale au voisinage du

front, sauf si I'une des deux conditions suivantes est satisfaite :
ri<ro et copy € (2\/r2d,2\/r1d + 24/(ro — rl)d), (1.42)

ri>ro et cony € (2\/r2d,2 rld). (1.43)

Dans le cas (1.42) se produit le tirage non local que nous avions étudié avec A. Lam (avec ceny = 2Vrd,

r1 =1 et ro =1 —a). La vitesse asymptotique de propagation est alors

v = 2y(ra —r1)d 2r1d
* = F (cony) = -0 (rz—r)d L € (2\/r1d, 2\/r2d) . (1.44)
2 Conv_2\/(r2_r1)d

Dans le cas (1.43) se produit un autre régime spécial de propagation appelé dans la littérature ver-
rouillage. Un front d’invasion verrouillé se situe précisément au niveau de l'interface environnementale,

ne pouvant progresser ni plus vite ni plus lentement : ¢* = cepy.-

Plus précisément, soit

gzsup{czo

lim sup |u(t,x)—1| = O} , (1.45)

1=+ g<x<et

E:inf{czo

lim sup u(t,x) = 0} . (1.46)

t—+00 pp <y
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u

A

r2

C
c* = F(Cenv) o

\/

8

0 X

-
>

FIGURE 1.2 — Quand r = r(x — cenyt) est donné par (1.41) et (1.42), le front d’invasion de la solution de

Cenv—2 V(rQ_rl)d + 2rid

2 Cenv_Q\/(rZ_rl)d

du = ddyxu + ru(l — u) est non localement tiré & vitesse ¢* = F (ceny) =

(a2

Alors, sir; <rg,

2\/Q_d Si Ceny < 2\/m_d,

Cenv — 24/(r2 —r1)d 2r1d
E:E: © (2 rl) + n si 2 I"QdSCenv<2\/(7‘2—r1)d+2 rid, (147)

2 cenv_z\/(r2_r1)d
2yrid si 24/(ro —r1)d + 24ri1d < cenv,

et, si ro <ri,

24rad  si cepy < 2vr2d,
€ =C=1Cenv si 24rad < cony < 2Vr1d, (1.48)

24rid si 24ri1d < ceny.

Ces deux formules définissent des applications ce,y > ¢* continues, lipschitziennes mais différentiables
seulement presque partout.

Les régimes de propagation non localement tiré et verrouillé sont illustrés sur les Figures 1.2 et 1.3.

1.1.7 Les fronts non localement tirés, ni (localement) tirés ni poussés

Si l’on s’en tient a la définition de STOKES 1976 selon laquelle un front d’invasion est tiré si sa vitesse
asymptotique est linéairement déterminée, c* = ¢y, et poussé si elle est strictement supérieure a la vitesse
linéairement déterminée, c* > cyiy, alors le front d’invasion produit par (1.40)-(1.41) est tiré si (1.43) et
poussé si (1.42). Plus précisément, considérons le cas (1.43). Si 'on suppose qu’il existe une solution
positive de I’équation localement linéarisée a vitesse ¢ < cepy, alors il s’agit d’une solution positive de
dp” +cp’ +r1p =0 avec ¢ < 2Vr1d, une contradiction. De méme, si 1’on suppose que cji, > Cony, alors pour

tout ¢ € (2Vrad, cjin) il n’existe pas de solution positive de dp”’ +cp’ +rop = 0, une autre contradiction. Par

12
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Cenv

r2

0 by

-
o

FIGURE 1.3 — Quand r = r(x — cenyt) est donné par (1.41) et (1.43), le front d’invasion de la solution de
O = doexu + ru(l — u) est verrouillé & vitesse c¢* = cony

conséquent nécessairement cjip = Ceny. De la méme maniére (1.42) donne 2vr1d comme vitesse minimale
de I’équation localement linéarisée.

Cependant, cette observation n’a de sens que tant que les linéarisations réalisées sont locales, c’est-a-
dire réalisées au voisinage du front d’invasion lui-méme, dans un espace fonctionnel local. Si la linéarisation
est globale en espace-temps, le front d’invasion non localement tiré progresse bien a une vitesse linéai-
rement déterminée et est donc bien tiré. Ce fait est un corollaire de la démonstration de ¢* = F(ceny),
comme pour I’équation de Fisher-KPP a coefficients constants considérée plus t6t dans le chapitre. Je ne
détaille pas mais donnerai plus loin un argument heuristique qui montrera comment le terme d’ordre 2
dans I’équation n’intervient pas dans le calcul de ¢* dans le régime non localement tiré.

Si’'on admet que le comportement en temps long de (1.40)-(1.41) avec (1.43) est une onde progressive

de vitesse minimale ¢* dont le profil p est solution positive strictement monotone de I’équation avec forcage

dp” (z) + ¢p’(2) + r(2)p(z)(1 — p(z)) dans R (1.49)

(ces ondes progressives forcées ont été étudiées par HAMEL 1997 ou plus récemment par BERESTYCKI
et FANG 2018), alors par bijectivité on peut écrire r(z) = (r o p~1)(p(2)) (o1 o désigne la composition
de fonctions), définir le terme de réaction auxiliaire f : u > (r o p~1)(w)u(1 - u), considérer 1'équation
Oru = doxxu + f(u), calculer la vitesse linéarisée de cette nouvelle équation cjiy, = 2W =2Vrad, et en
déduire que le front de vitesse cenv > 2Vrad est un front poussé.

De plus, si 'on se penche sur le retard o(t) dans la convergence de la solution du probléme de Cauchy
(1.40)-(1.41) vers une onde progressive (cf. Figure 1.1), alors une adaptation de la preuve exposée plus
haut pour ’équation de Fisher-KPP & coefficients constants montre que, quand (1.43), le retard est O(1).
Un tel retard rapproche de nouveau le régime verrouillé d’un régime poussé. Au contraire, avec (1.42),
le retard a été récemment déterminé par LAM et WU 2025 et est de nouveau ©(Int), ce qui assimile le
régime non localement tiré a un régime tiré.

On pourrait adopter plutot une définition alternative en terme de dynamique de la composition interne

du front d’invasion, suggérée par GARNIER, GILETTI, HAMEL et ROQUES 2012. A ma connaissance, la
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Chapitre 1. Le tirage non local

dynamique interne des fronts verrouillés et non localement tirés n’a pas encore été étudiée. Je conjecture
qu’en ce sens les fronts non localement tirés et verrouillés sont tous tirés (sauf dans le cas limite copy =0

ou le front verrouillé statique sera poussé).

Ces difficultés a positionner ces nouveaux régimes de propagation dans la dichotomie classique entre
front tiré et front poussé constituent une justification possible de la démarche qui est la mienne dans
ce mémoire et qui consiste a préférer les voir comme d’authentiques nouveaux régimes, démarche

partagée avec HOLZER et SCHEEL 2014.

1.1.8 Les fronts non localement tirés, comme fronts tirés pour des équations

non locales

Dans HOLZER et SCHEEL 2014, le régime que j’appelle non localement tiré était appelé accéléré. Avec
A. Lam, nous avons choisi de ne pas reprendre a notre compte cet adjectif accéléré, car il nous semblait
pouvoir porter a confusion avec les fronts d’invasion & propagation surlinéaire qu’on obtient dans certains
modeles non locaux (par exemple BENICHOU, CALVEZ, MEUNIER et VOITURIEZ 2012 ; BOUIN, CALVEZ
et al. 2012; ALFARO et COVILLE 2017), souvent qualifiés de fronts accélérés. Nous avons choisi d’appeler
ce régime non localement tiré pour insister sur le fait que des linéarisations dans un espace fonctionnel
local passeront & c6té du phénomene.

A posteriori, il est également possible d’apporter une justification différente du nom, ayant trait
aux équations non locales, en reprenant 'idée exposée ci-dessus qui relie le régime verrouillé aux ondes
progressives forcées par changement de variable.

Comme montré dans LAM et Wu 2025, la solution du probléeme de Cauchy (1.40)-(1.41)-(1.42)
converge spatialement uniformément, avec un retard m(t) = ©(Int), vers une onde progressive de vi-
tesse ¢* et de profil p. Comme ci-dessus, p : R — (0,1) est une bijection. Le taux de croissance en

translation peut alors se réécrire, pour tout ¢ si grand que c¢*t > m(¢) :

r(x —cenvt) =7 (x - % (c*t - m(t)))

(L )((t)x_(c t—m(t)))) on x(t) = c* ~ m(t)
X( env Cenvi
1 (1.50)
B (_ i °P)(X(f)x—(6*t-m(t))))
oo (pTw)
= # (Lp (x(Dx = (c*t = m(1)))) our(t,u)_r(—x(t) )

Ainsi, en assimilant la solution u(t,x) et sa limite spatialement uniforme p(x —c¢*t + m(t)), on est ramené

au moins formellement a I’équation suivante :

A — doyxu = F(t, u(t, y(£)x))u(t, x)(1 —u(t,x)) pour tout (t,x) € {t >0 | c*t > m(t)} xR. (1.51)

Je ne donne pas de détails ici sur la vérification rigoureuse que le front d’invasion solution d’une telle
équation non locale avec condition initiale a support compact est bien tiré a la méme vitesse que le front
d’invasion du probléeme d’origine. Je me contente de souligner que la convergence spatialement uniforme

de u(t, x) vers sa limite p(x — c*t + m(t)) devrait permettre de conclure.
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1.2. Vitesse asymptotique de propagation de la solution de I’équation de Fisher-KPP avec taux de
croissance mobile non monotone et condition initiale a support compact

1.2 Vitesse asymptotique de propagation de la solution de I’équa-
tion de Fisher-KPP avec taux de croissance mobile non mo-

notone et condition initiale a support compact

Début 2020, six mois avant mon recrutement au CNRS, j’étais en visite scientifique a Tokyo avec T.
Giletti aupres d’H. Matano. Nous souhaitions ajouter & mon travail avec A. Lam une troisieme espece
en compétition w, afin d’aller si possible vers une formule de récurrence pour les vitesses successives
d’espéces en compétition. Mais nous nous sommes heurtés immédiatement & une difficulté nouvelle :
comment prendre en compte le tirage non local possiblement induit par 1’interface entre u et v ?
Dans cette interface, bien que celle-ci soit de taille bornée, la somme u + v peut prendre des valeurs tres
petites (par exemple si le taux de compétition b est trés grand), auquel cas cette interface est une zone
favorable pour la croissance de w et moins lointaine que la demi-droite inoccupée a ’avant.

Pour aborder cette question difficile, nous avons simplifié le probléeme en considérant le probléme
de Cauchy (1.40) avec ceny > 0 une vitesse environnementale imposée et avec r un taux de croissance

intrinséque constant par morceaux avec un morceau supplémentaire :

ri siy<0,
VyeR r(y)=4ry siye[0,L], (1.52)
rg siy>L.

Ici, L > 0 est une longueur de patch et rq, ro, rg sont trois taux de croissance strictement positifs tels que
max(ry,r3) < ra, c’est-a-dire tels que le patch central ait un effet strictement positif sur la croissance. La
question est de caractériser, en fonction de ceny, L, r1, 2 €t r3, la vitesse asymptotique de propagation
vers la droite ¢* de la densité de population u.

Nous sommes parvenus & l'issue d’une collaboration de plusieurs années & démontrer dans GILETTI,
GIRARDIN et MATANO sous presse que, sous la condition max(ri,r3) < ro et aprés un adimensionnement
de lespace conduisant & la normalisation d = 1, la solution de (1.40) admet une vitesse asymptotique
de propagation vers la droite ¢* donnée par une formule explicite, détaillée ci-dessous dans (1.59). Cette
formule fait intervenir une quantité auxiliaire, A;, qui est la valeur propre principale généralisée

d’un certain probleme linéaire sous-jacent.

1.2.1 La valeur propre principale généralisée

Ici et dans la suite du mémoire, 'adjectif « généralisé » signifie que la théorie spectrale principale
usuelle (théoréme de Krein-Rutman en particulier) ne s’applique pas par manque de compacité et qu’il
faut donc reconstruire une théorie plus faible. En effet le probléme spectral elliptique sous-jacent a (1.40)

avec d =1 est :

—¢"(y) —r(ye(y) =Ap(y) pour tout y € R, (1.53)
o(y) >0 pour tout y € R. .
L’étude des valeurs propres A pour des problémes elliptiques généraux de la forme
-V . (AVp)—q- Vo —rp =Ap dans Q,
o(y) >0 pour tout y € Q, (1.54)

o(y) =0 pour tout y € 0Q,
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quand le domaine Q ne permet pas d’appliquer le théoréme de Krein-Rutman (par singularité du bord,
par non bornitude, etc.), fait 'objet d’une littérature dédiée (BERESTYCKI, NIRENBERG et VARADHAN
1994 ; BERESTYCKI et ROSSI 2006 ; BERESTYCKI et ROssI 2015). Il est en particulier connu (BERESTYCKI
et Rossrt 2015, Theorem 1.4) que dans le cas d’'un domaine Q non borné et lisse (par exemple ’espace
euclidien tout entier), ’ensemble de ces valeurs propres A est une demi-droite (—oo, 11] ot A1 est précisé-
ment la valeur propre principale généralisée qui nous intéresse ici. Je souligne que cette multiplicité des
valeurs propres associées a des fonctions propres positives contraste fortement avec ['unicité fournie par
le théoreme de Krein-Rutman dans le contexte des domaines bornés réguliers; cette remarque aura de

nouveau de l'importance dans le Chapitre 2.

Dans le contexte de la biologie des populations, 'opposé —1; de la valeur propre principale généralisée
peut étre interprété comme un taux de croissance effectif. Dans le cas présent, A; peut étre calculée
explicitement en construisant la fonction propre associée. Cette construction explicite donne ainsi une
mesure explicite de I'impact du patch. La valeur propre principale généralisée A; dépend d’une longueur

critique, L, donnée par :

0 siry =rs,

L= 1 ro — max(ri, r3) ) (1.55)
arccot - Sl ry £r3.
Vr2 — max(ry,rs) |r1 —r3]

Quand L < L, le patch est trop petit pour avoir un impact sur la croissance de la population et

A1 = —max(ry,r3). Au contraire, quand L > L, le patch a un impact, et A; est 'unique solution dans

. 2 , . .
(—rg, min (— max (rq,73), 2—2 - rg)) de I’équation suivante :

ot =N+ A) (3 +A)
COt(L\/I"Q +A) = \/rQ n Al(\/_rl 1+ \/_rg — /11) (156)

En particulier, si r; = r3, le patch a toujours un impact sur A, quelle que soit sa longueur L > 0 ou sa

hauteur ro > r1 =r3.

1.2.2 Les différents régimes de propagation

Notre résultat s’énonce ainsi.

Théoréme 1.2.1 (GILETTI, GIRARDIN et MATANO sous presse). Soit u la solution de (1.40) avec d =1
et r défini par (1.52). Soit

¢ =sup {020 ' lim sup |u(t,x)-1| =O}, (1.57)
=+ g<x<et

¢ =inf {c >0 | lim supu(t,x) = 0} . (1.58)
t—+00 ct<x

Soit L définie par (1.55). SiL < L, soit Ay = —max(ry,r3). SiL > L, soitA; € (—rg, min (— max (r1,73), Z—i - }’2))
uniquement définie par (1.56).
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Alors :

2‘/% 8% Cony < 2%,
Cenv St 2\/% < Cenv < 2V-14,

c=c=
[4 Conv — 2V-A1 — 11 2r1 .

¥ 51 24/=A1 < Cony < 29—=A1 — 11 + 2411,
2 Cenv_zv_ll_rl

2% St 2m + QX/E < Cenv-

(1.59)

A condition de corriger comme il se doit la convergence vers 1 dans le sillage, le méme résultat tient

pour (1.40) avec r(x — cenvt)u(1l —u) remplacé par u(r(x — cenvt) — u).

Dans la formule (1.59), la condition 24/73 < ceny < 2V=1; donne un régime de verrouillage similaire &
celui illustré Figure 1.3, la condition 2V= < Copy < 2V=A1 —r1 + 24/r1 donne un régime de tirage non
local similaire a celui illustré Figure 1.2 et les deux autres régimes sont des régimes de tirage local. En
fonction de la valeur de A1, une des conditions peut étre irréalisable, mais pas plus d’une. Il y a cinq cas

différents, illustrés sur la Figure 1.4.

Une heuristique pour comprendre la formule (1.59) dans le régime 2V=11 < ceny < 2V-241 —r1 + 241
est la suivante. Puisque la vitesse environnementale est trop forte pour que le front d’invasion soit de
la méme vitesse, un écart linéaire en temps devrait se former et la solution u devrait converger, dans le
repere mobile de vitesse ¢*, vers une onde progressive d’une certaine vitesse ¢* > 24/r;. On cherche le
régime dans lequel cette onde progressive est sur-critique, c¢’est-a-dire ¢* > 2+4/r1. Le profil décroissant p

d’une telle onde progressive admet, a translation spatiale pres, I’équivalent suivant :
p(z) ~e™#* quand z — +oo, (1.60)

avec p la plus petite racine strictement positive de I'équation p? — ¢*pu +r; = 0. Cet équivalent est, au
mieux, valide jusqu’au saut de r, en z = (cony —c*)t + O(1), ot I'on a, toujours a translation spatiale pres,
p(z) ~ e H(eenv=¢")  Dang le repére mobile de vitesse ceny, la solution u devrait ressembler A la queue
gaussienne de la solution de I’équation linéarisée 9,0 — 9,,0 — cenyvd,0 = —A1o (ot on a substitué le taux
de croissance hétérogene r par le taux de croissance effectif —A;), d’équivalent :

2
Cenv

M- t _cenv, —(22
o(t, z) =e( o )e_TZe (2’+o(t)) (1.61)

qui devient en z =0 :
(—Al—c‘%%)t+o(t)

0(t,0) =e (1.62)
Chercher la continuité des deux équivalents conduit a 1’égalité suivante :
2
p(Ceny —¢*) = A1 + % (1.63)

Cette égalité donne la condition 2v/—2A1 < ceny ainsi que la limite ¢* — 2v-14; quand ceny — 2V—-4; (cette
limite décrit entrée dans le régime de verrouillage). Puisque ¢* = pu + % par définition de p, il suffit de

trouver p pour trouver ¢*. Ainsi, on substitue l'expression de ¢* dans (1.63) et on obtient :

2
env

U2+ = Convil + AL + 5 - 0, (1.64)
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WA VT =+ 2y

Cenv

(a) Cas rp =r3, L > L =0 (valeurs des parameétres :
ri=1,rg=9r3=1,4; =-4)

2V-A

2y

275 1

NIy

Cenv

W T 42V

(b) Cas r1 > rg, L > L (valeurs des paramétres :
ro :9, r3 21, /11 2—8)

Lt :47

WL ———— — — — —
% 2
WA — — — — — — — —
o | | |
0 24fr3 WA 2V=A; =11 + 2y

Cenv

(d) Cas r1 < rs, L > L (valeurs des paramétres :
ro =9, r3 =4, /11 =—8)

r1:1,

2yFT

Cenv

(c) Cas r; > r3, L < L (valeurs des paramétres : r; = 4,
r2:9, r3:1, /11 2—4)
| |
I I
| |
I I
| |
I I
I |
N I -
[ I
I I
I N
B I
I I
| |
0 | |
0 Zc\m 24frs =T+ 24T
(e) Cas r1 < rs, L <L (valeurs des parameétres : r; = 1,

r2=9, rs =4, ).1 =—4)

FIGURE 1.4 — La vitesse asymptotique de propagation donnée par le Théoréme 1.2.1 comme fonction de
la vitesse environnementale ceny. A chaque valeur fixée de A; correspond une valeur implicitement fixée
de L. Dans les cas (c) et (e), L < L et le patch n’a pas d’impact. Ces figures coincident donc avec celles
qu’on obtiendrait en imposant ro =r3 et en revenant a r satisfaisant (1.41).
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qui mene a :
1
=3 (conv = V=ACT + 1)), (1.65)

et finalement, grace a la limite ¢* — 2v—-1; quand cepny — 2V-14; :

C* _ Cenv — 2\/—/11 - n 2}’1
2 Cenv — 2V=A1 — 11

Enfin, cette derniere égalité combinée avec ¢* > 2 r implique la condition Ce <2 V—/ll -r + 2 ri.
) pliq nv
_ Cenv—2V-A1-11

Ainsi, pour avoir 24/r1 < ¢* < cenv, il est nécessaire, formellement au moins, d’avoir ¢* = “m=—=3=21—71 4
2r1
—= et 2V-A1 < Cenv < 2V-A1 — 11 + 24/71.
Comv—2V=A1-r1 1= feny e !

Les mémes conclusions sont obtenues si on approche la solution dans le repére mobile de vitesse

(1.66)

Cenv NON pas par une gaussienne mais par une exponentielle décroissante de la variable z correcte-
ment rééchelonnée en temps, et(Cenv=¢Mte=lz ayec i donnée par I'équation caractéristique 2 — cenyil +
(=41 + gt (cenv — ¢*)) = 0 dont le discriminant doit s’annuler pour correspondre & une vitesse minimale,
cest-a-dire ¢2,, — 4 (=41 + g (cenv — ¢*)) =0, ce qui donne bien (1.63). L’argument heuristique était pré-
senté sous cette forme dans GIRARDIN et Lam 2019.

La démonstration consiste & rendre rigoureuses ces heuristiques et & montrer que les conditions ¢* =

Ce“"722‘ “hon oy - 22&1 —— et 2V=A1 < Cony < 2V—A1 — 11 + 24/r1 sont des conditions & la fois nécessaires
env —A1lTr1

et suffisantes pour 2+4/r1 < ¢* < ceny. Pour cela, la démonstration utilise le principe de comparaison

et une construction morceau par morceau de sur- et sous-solutions permettant d’encadrer la vitesse
asymptotique de propagation. Cette construction s’appuie sur le calcul explicite des fonctions propres
principales généralisées associées a la valeur propre principale généralisée A;. Elle est généralisable sans
difficulté & des cas ot ro dépend de y, au prix de la perte des formules explicites donnant 4; et L. Comme
expliqué dans la conclusion de notre article, le cas constant par morceaux fournit un cas optimal en un
certain sens; il est en outre utile pour étudier par principe de comparaison des cas ou la fonction r est
encadrée par deux fonctions constantes par morceaux.

Notre résultat est fortement lié & celui, plus ancien, de HOLZER et SCHEEL 2014. Dans cet article, r(t, x)
prend la forme d’une fonction r(v(t, x)), ou v est elle-méme solution d’une autre équation de Fisher-KPP
avec condition initiale & support compact et & coefficients homogenes. Le taux de croissance de 'espece
u est donc asymptotiquement de la forme r(p(x — cenvt + ©(Int))). Les auteurs travaillent seulement sur
les régimes verrouillé et non localement tiré. Dans le régime verrouillé, ils démontrent 1'existence d’une
onde progressive forcée, évocatrice de HAMEL 1997 ; BERESTYCKI et FANG 2018. Dans le régime non
localement tiré, apres avoir montré que le ©(In t) peut étre négligé, les auteurs aboutissent a une formule
pour la vitesse asymptotique de propagation qui coincide avec notre formule (1.59). Dans leur article, la
valeur propre A1 reste implicite et les preuves utilisent des arguments de théorie spectrale différents. Notre
article apporte donc non seulement une nouvelle méthode de preuve mais aussi la valeur de la vitesse
asymptotique de propagation en dehors du régime non localement tiré. Nous confirmons notamment que
I’onde progressive forcée du régime verrouillé est bien, en un sens, le comportement asymptotique de la
solution du probleme de Cauchy.

Outre le théoreme ci-dessus, nous avons également démontré que des oscillations lentes de la
vitesse environnementale peuvent imprimer des oscillations de la vitesse asymptotique de
propagation, et ce faisant, briser 1’égalité entre ¢ et ¢. Ce résultat, dont I’énoncé détaillé est omis ici, est
inspiré de GARNIER, GILETTI et NADIN 2012, article portant sur une brisure d’égalité entre c et ¢ pour
un autre probleme de réaction-diffusion scalaire. Je souligne que des oscillations de ry ou L peuvent étre

gérées avec les mémes arguments, et conduire sous certaines hypotheses a la méme brisure d’égalité entre
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Chapitre 1. Le tirage non local

¢ et ¢. Cela apporte une contrepartie intéressante au résultat de HOLZER et SCHEEL 2014 selon lequel un
O(Int) dans la position du patch peut étre négligé.

L’article LAM, NADIN et YU 2025, produit parallelement au nétre, s’inscrit dans la continuité de LAM
et YU 2022 et apporte une preuve alternative de la formule (1.59) a 'aide d’une transformée de Hopf-
Cole conduisant a une équation de Hamilton-Jacobi qui peut étre résolue grace a une notion nouvelle de
solution de viscosité flux-limitée. Dans le cadre de ’étude des vitesses asymptotiques de propagation, le
dialogue entre, d’une part, la construction de sur- et sous-solutions a ’aide de théorie spectrale principale
généralisée et, d’autre part, la transformée de Hopf-Cole menant & des solutions de viscosité d’équations
de Hamilton-Jacobi remonte & la fin des années 80 (EVANS et SOUGANIDIS 1989; BARLES, EVANS et
SOoUGANIDIS 1990). Bien que ce dialogue soit toujours vivace et fécond prés de quarante ans plus tard,

les méthodes basées sur la transformée de Hopf-Cole ne seront pas abordées dans ce mémoire.

1.2.3 Conséquences

L’article GILETTI, GIRARDIN et MATANO sous presse a des conséquences importantes. Pour ce qui est
des vagues d’invasion successives dans des modeéles multi-especes, nos résultats montrent qu'un controle
trés fin de chaque interface est nécessaire pour pouvoir calculer les vitesses de toutes les
vagues. Dés qu'une interface sera trop peu maitrisée, et cela arrive souvent deés la premiere interface
dans les modeles ne satisfaisant pas le principe de comparaison, les vitesses exactes des vagues suivantes
resteront indéterminées. Cela est en particulier vrai pour le systéme de compétition-diffusion a trois
especes qui motivait la collaboration avec T. Giletti et H. Matano.

Du point de vue de la modélisation mathématique pour la biologie, ce phénoméne contre-intuitif de
tirage non local permet de toucher aux limites des modéles de réaction-diffusion. Un front d’invasion
biologique réel, composé d’individus discrets et en nombre fini, est évidemment & support compact et ne
devrait donc pas pouvoir bénéficier d’un tel phénomene de tirage non local. L’approximation diffusive est
donc a manier avec précaution dans de telles situations.

Mathématiquement, il est intéressant d’essayer de préciser le profil asymptotique de la solution du
probléme de Cauchy (1.40), afin d’obtenir la convergence vers une onde progressive retardée a la maniére
de la Figure 1.1. Pour un taux de croissance r satisfaisant (1.41) avec r; < rg, la convergence avec un
retard O(Int) a été récemment démontrée par LAM et WU 2025 comme indiqué plus haut. Cependant
leur méthode s’appuie fortement sur la forme spécifique de r et, pour un taux de croissance plus général,
non constant par morceaux ou contenant un patch plus favorable, le probleme reste ouvert. De méme, il
reste ouvert pour le systéme (1.27), en particulier quand le front d’invasion de vitesse cprw est en fait
poussé : le tirage non local d’un front qui aurait di étre poussé a-t-il lui aussi un retard logarithmique ?

Enfin, le phénomeéne de tirage non local a pour l'instant été étudié seulement en dimension 1. Passer
aux dimensions supérieures est un probléme naturel. Les estimations (1.5) de ARONSON et WEINBERGER
1978 pour le tirage local multidimensionnel ont elles été récemment renforcées au-dela du retard loga-
rithmique, cf. ROQUEJOFFRE, ROSSI et ROUSSIER-MICHON 2019.
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Chapitre

Les populations structurees

Ce qu’est une classe sociale, ce qu’elle fait
ou est amenée a faire dépend d’abord et
essentiellement de ses rapports a toutes les

autres classes sociales.

Alain Bihr, sociologue

Les rapports sociaux de classe

Mes travaux sur le tirage non local décrits dans la section précédente sont motivés par des systémes
multi-espeéces qu’on peut envisager comme des modeles d’écosystemes de petite taille, dans lesquelles des
especes dont les caractéristiques écologiques different, et qui peuvent a priori exister indépendamment les
unes des autres, sont amenées a coexister dans une méme région de ’espace.

Une autre classe importante de systémes de réaction-diffusion pour la biologie des populations porte
sur les modeles de population structurée. Dans ces modeéles, une espece donnée est subdivisée en classes
(de position géographique, d’age, de taille, de sexe, de groupe sanguin, et ainsi de suite 1) pour étre décrite
plus finement. A la différence des modeles d’écosystéme dans lesquels la coexistence est contingente, ces
modeles de population structurée sont généralement soumis a une loi d’évolution qui rend la coexistence
des classes nécessaire, au moins jusqu’a un certain degré.

Un exemple intuitif est celui des classes d’age : les nouveaux-nés vieillissent jusqu’a devenir capables
de procréer; a partir de cet dge les individus donnent naissance a des nouveaux-nés; en paralléle ils
continuent de vieillir jusqu’a atteindre age de la fin de la fertilité puis 'dge de la mort. A travers ce
cycle simplifié, tous les Ages sont traversés et (re)produits. Cela donne a 1’échelle de la population une
pyramide des ages, qui elle-méme est susceptible d’évoluer en temps et en espace.

La nécessité de la coexistence peut étre conditionnelle (par exemple, en I’absence de mutations gé-
nétiques, un groupe sanguin initialement absent d’une population humaine restera absent par la suite;
la nécessité de la coexistence des groupes sanguins en ’absence de mutations est donc dépendante des
conditions initiales). Ce faisant, un modele de population structurée peut ainsi se réduire a un modele de
population homogene, sans structuration, & une seule classe (par exemple, une population diploide initia-
lement constituée seulement de femelles). La terminologie de population structurée sous-tend cependant

implicitement la présence d’au moins deux classes distinctes dans la population.

1. En sciences sociales ou en économie on pourrait considérer des classes sociales. Ce mémoire ne considére que des
problémes de biologie non humaine.
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Chapitre 2. Les populations structurées

Dans ce chapitre, je présente mes travaux sur trois familles de modeles de population structurée. Les
deux premieres sont des familles suffisamment abstraites et générales pour inclure des types de struc-
turations biologiquement variés, ayant pour caractéristiques communes une croissance globale logistique
et 'inconditionnalité de la coexistence entre classes, et pouvant étre analysés de maniére unifiée. Un tel
degré de généralité n’est cependant pas toujours atteignable. La troisieme famille se restreint ainsi a des

modeles plus spécifiques de population structurée phénotypiquement avec effet Allee évolutif.

Ce chapitre sera I'occasion de souligner les liens forts qui existent entre ’analyse de certains systemes
finis d’équations de réaction-diffusion et I'analyse de certaines équations de réaction-diffusion
non locales posées dans un cylindre. Dans la premiere section, la structuration de la population
en classes sera discrete, bien que l'article GIRARDIN et GRIETTE 2020 ait aussi considéré des modeles
analogues avec structuration continue. Dans la seconde section, la structuration sera indifféremment
discréte ou continue grace a un cadre fonctionnel abstrait. Dans la troisiéme section, la structuration
sera continue. J’espere qu’a l'issue de ce chapitre les barriéres intellectuelles entre ces deux familles de

modeles de population structurée seront levées.

2.1 Les systemes de Fisher-KPP avec compétition non locale en

classe

Depuis ma these, je travaille sur une famille particuliére de modeles de population structurée, dans
lesquels une premiere variable de structuration est continue et a valeurs non bornées dans un espace
euclidien, et une seconde variable de structuration est discrete et bornée. La loi d’évolution en temps de
la densité de population est la somme d’une loi linéaire de transitions, déplacements et croissance,
et d’une loi surlinéaire de compétition pour les ressources (nutriments, espace vital, lumiére, etc.),
non locale en la variable discrete mais locale en la variable continue. Par rapport a la variable continue,
la loi d’évolution linéaire est une loi de type diffusion-advection, et on assimilera donc la variable
continue & une variable d’espace x (cet espace peut étre par exemple l’espace géographique ou espace
phénotypique, et peut donc étre de dimension n bien supérieure a 3 pour certains modeles de paysage
adaptatif en biologie évolutive). Par rapport & la variable discréte, qui numérote les classes & I'instant
t et a la position d’espace x, la loi d’évolution linéaire est une loi matricielle complétement couplée,
c’est-a-dire dont le couplage est irréductible et assure une (re)production de toutes les classes, a I'image

du modele de classes d’age esquissé informellement ci-dessus.

Ce formalisme inclut plusieurs types de structuration de population, classiques en biomathématiques :
variable spatiale continue, classe phénotypique discrete ; variable phénotypique continue, classe spatiale
discrete ; variable spatiale continue, classe d’age discrete ; variable spatiale continue, classe de taille dis-
créte. Une bibliographie non exhaustive peut étre trouvée dans les articles GIRARDIN et MAZARI sous
presse ; GIRARDIN 2025 ; GIRARDIN et NADIN sous presse que je vais présenter ci-dessous. Je mentionne
ici seulement quelques exemples d’articles publiés dans des revues de biologie qui font intervenir de tels
systemes : ELLIOTT et CORNELL 2012 ; GRIETTE, RAOUL et GANDON 2015 ; KEENAN et CORNELL 2021 ;
RESS, TRAULSEN et PICHUGIN 2022 ; JORGE, STAPS, PICHUGIN et TARNITA 2026. Dans les modeles de
population structurée en classes d’age ou de taille, la partie non diagonale de la matrice de transition
entre les classes décrit le cycle de vie des individus et porte en biologie le nom de matrice de Leslie ou

matrice de projection de population.
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2.1. Les systemes de Fisher-KPP avec compétition non locale en classe

(a) Un graphe de transition fortement connexe associé (b) Un graphe de transition associé & une matrice L ne
a une matrice L irréductible. Entre deux sommets dis- respectant pas ’hypothese d’irréductibilité. La matrice
tincts il existe toujours un chemin aller et un chemin est réductible, triangulaire supérieure. Il n’existe aucun
retour. chemin menant du sommet S3 au sommet S;.

FIGURE 2.1 — Exemples de graphes orientés associés a des matrices L de taille 3 x 3. Est attribué a ’aréte
orientée reliant le sommet S; au sommet S; le poids [;; > 0. Si le poids est strictement positif, I'aréte peut
étre empruntée comme un chemin. Si le poids est nul, il n’y a pas de chemin empruntable et on efface
I’aréte. Les entrées diagonales [;; n’ont pas d’impact sur I'irréductibilité et ne sont pas représentées.

Mathématiquement, ces modeles s’écrivent ainsi :

N N
ou; =V - (AVu) —q;i - Vu; + Z I juj — (Z bi,juj) u; dans R*™ x R" et pour tout i € [N],

= = 2.1)
i (0,) = uini; € Cp(R",RY), pour tout i € [N], .
33, x) € [N] XR"  wuinii(x) > 0,
ou, sous forme vectorielle plus compacte,
ou = diag (V- (A;V) = qi - V), yyu+Lu— (Bu)ou dans R™ xR”, 2.2)
u(0,) = win; € Gy(R", (RH) \ {0}, '
avec u = (u1,...,un)T un vecteur colonne de densités de population u; fonctions du temps t et de I'espace

x, (Ai)1<i<n une famille de matrices de diffusivité elliptiques, (g;)1<i<n une famille de vecteurs vitesses,
L= (l j)(l.’j) c[N]2 Une matrice de croissance-transition dont les entrées hors diagonale sont positives et
dont le graphe de transition associé est fortement connexe (cf. Figure 2.1), B = (b;) (ij)e[N]2 Une matrice
de compétition intra- et inter-classes dont toutes les entrées sont strictement positives, et o le produit de
vecteurs composante par composante (ou produit de Hadamard). Dans les démonstrations, il n’y a pas de
difficulté a remplacer le terme linéaire Bu par un champ de vecteurs plus général b(u) qui, par exemple,
envoie (R*)V\ {0} dans (R**)N et est & des constantes strictement positives prés sur-homogeéne de degré
1 et sous-homogene d’un degré p > 1. Les résultats sont donc par exemple généralisables aux champs de
vecteurs compétitifs proposés par GILPIN et AYALA 1973 pour mieux approcher les données écologiques

réelles.
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Chapitre 2. Les populations structurées

2.1.1 Etat de ’art

Coefficients constants

On trouve des systémes de cette forme dans de nombreux articles de biologie théorique ou de modé-
lisation mathématique en biologie et cela justifie un formalisme abstrait et une étude systématique. Le
cas a deux classes, N = 2, a été particulierement scruté par la communauté des biomathématiques depuis
le début des années 2010. Dans mon article de these a fort impact GIRARDIN 2018b, j’avais proposé une
bibliographie extensive pour les systémes a coefficients constants, remontant jusqu’a BARLES, EVANS et
SOUGANIDIS 1990, article le plus ancien a ma connaissance. Par souci de concision, je n’expose pas de

nouveau cette bibliographie dans ce mémoire.

La legon informelle & retenir des travaux sur les systémes (2.2) a coefficients constants est que ceux-ci
se comportent a bien des égards comme des généralisations multidimensionnelles du probléme de
Cauchy (1.1) pour 'équation de Fisher-KPP, qui peut d’ailleurs étre vue comme le cas particulier N = 1.

Cette double proximité justifie d’ailleurs le nom de systémes de Fisher-KPP.

Pour présenter un peu plus précisément cette proximité, je me limite ci-dessous par souci de clarté a
la sous-famille & diffusion-advection isotrope ou, pour tout i € [N], V- (A;V) —q; - V = d;A avec d; € R*™
et, ci-dessous, D = diag(d;);c[n]. Pour cette sous-famille, la littérature établie depuis BARLES, EVANS et
SOUGANIDIS 1990 et en particulier par mon travail de these GIRARDIN 2018b montre en premier lieu que
toutes les classes u; sont globalement positives et bornées. L’hypothese r > 0 pour (1.1), nécessaire pour
la croissance de la densité de population u, devient 'hypothese Apr(L) > 0, ou Apr est une notation pour
la valeur propre donnée par le théoréeme de Perron-Frobenius, analogue en dimension finie du théoréme
de Krein-Rutman. Sous cette hypothese de croissance de population et sous 'hypothése que la condition
initiale uiy; est & support compact, toutes les classes u; produisent des fronts d’invasion tirés dans chaque
direction e € S de I’espace & une vitesse asymptotique c* = ¢y, indépendante de i et de e, donnée par

la formule suivante :

A D+L
¢ =cin =min(M) =inf {c >0
>

lim sup max u;(t,x) =0}
H>0 H

t—+00 |x|>ct ie[N]

(2.3)

liminf inf min w;(t,x) > O}.
t—+00 |x|<cti€[N]

=sup{c>0

Cette vitesse est linéairement déterminée au sens exposé dans le Chapitre 1. En effet, a la recherche des

solutions positives du systeme linéarisé dans le repere mobile de vitesse ¢ > 0,

Dp” +cp’ +Lp =0, (2.4)
il est naturel de considérer un ansatz exponentiel. Substituer p : z — ¢ #n mene a :

#*Dn — ¢ym + Ln =0, (2.5)

c’est-a-dire App (12D +L) = cp et n € ker(p?>D—cul+L). Sous hypotheése d’existence du couple (c, y) tel que
Apr(1?D + L) = cp, lexistence de n > 0, n # 0, est une conséquence immédiate du théoréme de Perron-
Frobenius. L’inexistence de solutions positives p de (2.4) quand il n’existe pas de couple (¢, u) tel que
Apr (12D + L) = cp est une conséquence & peine moins directe du théoréme de Perron-Frobenius, détaillée
dans GIRARDIN 2018b, Lemma 6.1. Ainsi il existe une solution positive de (2.4) si et seulement si un couple

(i, ¢) tel que App (2D + L) = cp existe. L’image de la fonction p +— (App(u®D + L)) /u est ensuite calculée
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2.1. Les systemes de Fisher-KPP avec compétition non locale en classe

a I’aide de propriétés de convexité dues a NUSSBAUM 1986. En outre, la vitesse linéairement déterminée
clin est également la vitesse minimale des solutions ayant une forme d’onde progressive planaire, u(t, x) =
p(x - e — ct) avec les conditions aux limites p(+o0) = 0 et liminf, , o min;e[n] pi(z) > 0. De telles ondes

progressives existent si et seulement si ¢ > c¢*.

Dans le cas particulier D = dI, la valeur propre de Perron-Frobenius peut étre simplifiée : App(p?D +
L) = p%d + Apr(L). Le calcul du minimum de p + pd + App(L)/p est dés lors explicite et aboutit &
¢* = 24/Apr(L)d, ol l'on reconnait I’analogue de ¢* = 2Vrd pour équation de Fisher-KPP scalaire. Cela
confirme que la valeur propre App(L) joue le role d’un taux de croissance intrinseque effectif.

Différentes méthodes de preuve de ces généralisations des propriétés de 1’équation de Fisher-KPP
existent dans la littérature. Celles que j’ai proposées dans GIRARDIN 2018b ; GIRARDIN 2019a utilisent la
monotonie de I'opérateur linéarisé en u = 0, c’est-a-dire 'opérateur d,u — DAu—Lu obtenu en négligeant le
terme quadratique —(Bu) o u. Sans entrer dans les détails, les deux propriétés fondamentales permettant
de se ramener a 'opérateur linéarisé sont Lu — (Bu) ou < Lu et Lu — (Bu) o u = (L — diag(Bu))u.

Une différence importante doit étre notée entre les deux notions de vitesse asymptotique de propa-
gation (1.5) et (2.3). Dans la premiere, pour I’équation de Fisher-KPP scalaire, la solution converge vers
I’état stationnaire 1 dans le sillage du front d’invasion. Dans la seconde, pour les systémes de Fisher-
KPP, n’est requise que la stricte positivité uniforme du sillage. Dans le Chapitre 1, j’ai rappelé que la
convergence vers 1 est une conséquence d’'un résultat d’unicité de type Liouville pour 1’équation
de Fisher-KPP, lui-méme conséquence du principe de comparaison. Mais les systemes de Fisher-KPP
avec N > 2, contrairement a I’équation du méme nom, ne sont en général pas monotones sur I’ensemble
des états atteignables et ne satisfont pas de principe de comparaison.

Dans le paragraphe précédent et dans toute la suite de cette section, j’appelle informellement sillage
une asymptotique dans une topologie locale & D'arriere d’un front d’invasion. Les ondes progressives
planaires sont des solutions particulieres pour lesquelles une notion de sillage peut étre rigoureusement
définie, les solutions du probléeme de Cauchy avec conditions initiales a support compact en sont d’autres.
Le sillage est une notion a rapprocher de I’ensemble w-limite. Pour un systeme de Fisher-KPP, il est
en général un sous-ensemble de I’ensemble des solutions entieres bornées et uniformément strictement
positives. Je rappelle que, comme dans le Chapitre 1, une solution entiére de (2.2) est une solution définie

sur R X R, c’est-a-dire une solution de
dru =diag (V- (A;V) = qi - V) nyu+Lu— (Bu)ou dans R x R"™. (2.6)

La simulation numérique est une méthodologie particulierement appropriée pour mieux anticiper
comment la perte du principe de comparaison génere une diversité de sillages possibles. Dans les pages
qui suivent je présente quelques simulations numériques inédites, non publiées. La Figure 2.2 suggere
que, pour la relation d’équivalence qui identifie deux profils qui ne different que d’une translation ou
d’un changement de direction, il peut y avoir plusieurs classes d’équivalence d’onde progressive de vitesse
minimale ¢*. La Figure 2.3 suggére que des comportements turbulents (spatiotemporellement chaotiques)
pour le probleme de Cauchy sont possibles au voisinage du support des conditions initiales. La Figure
2.4 montre ce que deviennent ces turbulences dans un espace euclidien a deux dimensions n = 2. La
Figure 2.5 suggere qu'un profil d’onde progressive de vitesse minimale peut connecter I’équilibre 0 & une
solution stationnaire périodique. Ensemble, ces simulations suggerent que les ensembles de sillages ne
sont en général pas des singletons (pas de résultat d’unicité & la Liouville) et que les ensembles de
sillages peuvent contenir non seulement des équilibres homogénes mais aussi des solutions

périodiques ou turbulentes.
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(c) Aux trois quarts de la simulation, ¢t = 540 (d) A la fin de la simulation, ¢ = 720

FIGURE 2.2 — Simulation numérique a différents instants d’un schéma aux différences finies unidimen-
sionnel semi-implicite exécuté avec Octave (EATON, BATEMAN, HAUBERG et WEHBRING 2019) pour
approcher la solution de d;u — %8xxu =Lu—- (Bu)ou avec N = 2 et L, B a coefficients constants bien
choisis. Les conditions de bord sont de Neumann. A gauche, un front d’invasion de vitesse minimale ¢* se
forme. L’équilibre 0 est d’abord envahi par un équilibre ot u; = us < 0.2, mais cet équilibre est instable et
celui-ci est lui-méme envahi, & vitesse minimale ¢* également, par un autre équilibre dans lequel u; > 0.4
(en bleu) et uy < 0.1 (en rouge). A droite, 0 est également envahi par Péquilibre ott u; = up, mais celui-ci
est ensuite envahi par un équilibre supplémentaire dans lequel u; < 0.1 et us > 0.8. On semble avoir
convergence a gauche vers une solution de la forme u(t,x) = p(x + ¢*t) et a droite vers une autre solution
de la forme u(t, x) = p(x — c¢*t). Les deux profils p et p ne peuvent pas étre identifiés par des translations
et réflexions. En outre, ’asymétrie des coeflicients du systéme produit un déplacement de I'interface entre
u1 et ug qui est initialement en x = 0 et qui ensuite connecte p(+o0) et p(—o0). Cette interface se déplace
vers la gauche, en faveur de I’équilibre p(—o0), & une vitesse qui est petite comparée a c*.
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(a) Condition initiale & support compact ujp;, t =0 (b) A un quart de la simulation, ¢ = 120
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(¢) A la moitié de la simulation, ¢ = 240 (d) A la fin de la simulation, t = 480

FIGURE 2.3 — Simulation numérique a différents instants d’un schéma aux différences finies unidimen-
sionnel semi-implicite exécuté avec Octave (EATON, BATEMAN, HAUBERG et WEHBRING 2019) pour
approcher la solution de d;u—dy,u = Lu— (Bu) ou avec N =4 et L, B a coefficients constants bien choisis.
Les conditions de bord sont périodiques : ce qui sort d’un c6té rentre de I'autre. Sur les deux dernieres
figures on n’observe donc plus un front d’invasion mais un sillage possible. Le comportement en temps
long semble étre turbulent (spatiotemporellement chaotique), il ne se stabilise pas malgré le temps qui
s’écoule et conserve la mémoire du support des conditions initiales.
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F1GURE 2.4 — Fin d’une simulation numérique d’un schéma aux différences finies bidimensionnel semi-
implicite exécuté avec Octave (EATON, BATEMAN, HAUBERG et WEHBRING 2019) pour approcher la
solution de d;u— Au = Lu— (Bu) o u avec les mémes parametres que pour la simulation unidimensionnelle
représentée Figure 2.3 et des conditions initiales a support compact positionnées aléatoirement dans le
carré (x1,x2) € [-100,100]2. Les conditions au bord du carré sont périodiques. On observe des turbulences
bidimensionnelles.
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FIGURE 2.5 — Fin d’une simulation numérique d’un schéma aux différences finies unidimensionnel semi-
implicite exécuté avec Octave (EATON, BATEMAN, HAUBERG et WEHBRING 2019) pour approcher la
solution de d;u — dy,yu = Lu — (Bu) o u avec les mémes parametres que pour la simulation représentée
Figure 2.3. Les conditions de bord sont cette fois-ci de Neumann. La condition initiale ujy; est cette fois-ci
supportée dans [0, 100] afin qu’on puisse plus facilement observer le comportement asymptotique non pas
dans la zone de turbulence mais dans le repére mobile qui suit le front d’invasion de vitesse minimale qui
envahit I’état 0. Ce front d’invasion semble converger vers une solution de la forme u(t,x) = p(x — c*t),
avec p un profil dit « point-périodique », qui connecte le point 0 a la solution périodique visible autour
de x = 500.
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Les conjectures suggérées par ces simulations numériques demandent encore a étre prouvées. Mais
deux stratégies différentes s’en dégagent : soit spécifier des hypotheses sur le systeme de Fisher-KPP
permettant de caractériser ’ensemble des sillages et le bassin d’attraction de chaque sillage ; soit ne pas
chercher a caractériser I’ensemble des sillages et le gérer justement comme un ensemble. La deuxiéme
stratégie est de loin la plus aisée. Mais elle demande de remplacer la condition de convergence vers 1
pour I'équation de Fisher-KPP scalaire par une condition plus souple, satisfaite a priori par I’ensemble

des sillages possibles. L’uniforme stricte positivité de (2.3) est une telle condition.

Cependant j’ai également contribué a travers quelques articles de these et de postdoctorat a la question
de la caractérisation rigoureuse de 'ensemble des sillages. Il existe toujours au moins un état stationnaire
spatialement homogene strictement positif (GIRARDIN 2018b). Dés N = 2 il peut en exister plusieurs,
y compris plusieurs localement asymptotiquement stables au sens du systéme d’équations différentielles
ordinaires (GIRARDIN 2018a; MORRIS, BORGER et CROOKS 2019). A partir de N = 3, des solutions pério-
diques (spatialement, temporellement, ou spatiotemporellement) peuvent émerger quand des bifurcations
de valeurs propres se produisent et ces solutions peuvent étre stables pendant que I'unique solution sta-
tionnaire homogene uniformément strictement positive est instable (GIRARDIN 2019¢). Des systémes avec
N arbitrairement grand pour lesquels des résultats de type Liouville sont vrais peuvent étre identifiés au

prix d’hypotheses supplémentaires sur la structure des matrices L et B (GIRARDIN et GRIETTE 2020).

Coefficients périodiques

Quand les coefficients du systéme (2.2) ne sont plus constants mais dépendent de (¢, x), les notions
d’uniforme ellipticité, forte connexité et stricte positivité mentionnées ci-dessus sont & comprendre en un
certain sens a préciser. Par exemple, et ce sera le cadre de la suite de cette section, quand les coefficients
sont spatiotemporellement périodiques, lellipticité des A; est & comprendre uniformément, la forte
connexité du graphe associé a L est & comprendre en moyenne et la stricte positivité de B est a comprendre
uniformément. Sauf mention explicite qu’il en est autrement, ci-dessous les coefficients sont supposés
suffisamment réguliers pour que les estimations de Schauder (LIEBERMAN 1996, Chapter IV) puissent

étre appliquées aux solutions de (2.2).

La périodicité en temps et en espace des coefficients, ¢’est-a-dire de I’environnement dans lequel évolue
la population structurée u, est naturelle en biologie. Par exemple, une population de cellules cancéreuses
dans la moelle épiniere d’un organisme humain, structurée phénotypiquement par le niveau de résistance
a la chimiothérapie et soumise a des mutations permettant a cette résistance d’évoluer, peut étre soumise
a une chimiothérapie périodique en temps et évoluer a une échelle qui permet d’approcher ’empilement

des vertebres par un cylindre de section périodique.

Ces derniéres années, j’ai étudié seul ou en collaboration ce cas des coefficients spatiotemporelle-
ment périodiques, dans les articles GIRARDIN 2025 ; GIRARDIN et NADIN sous presse. En écartant le cas
particulier des coefficients périodiques qui sont en fait constants ainsi que le cas particulier N = 1 de
I’équation scalaire, les seuls travaux antérieurs sont ALFARO et GRIETTE 2018 ; ROQUES, BOUTILLON,
ZAMBERLETTI et PAPAIX 2024 ; GRIETTE et MATANO 2025, travaux limités cependant au cas & deux
classes N = 2, une dimension d’espace n = 1, et des coefficients spatialement périodiques mais temporel-
lement homogenes. Les articles GIRARDIN 2025; GIRARDIN et NADIN sous presse, qui traitent de (2.2)

dans toute sa généralité, constituent donc une avancée notable.
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2.1.2 Les valeurs propres principales généralisées pour des coefficients pério-

diques

J’ai expliqué ci-dessus que les méthodes de preuve que je favorise pour I’étude des systémes de Fisher-
KPP exploitent la monotonie de l'opérateur linéarisé Q = 9; — diag (V- (A;V) —q; - V) — L. Comme vu
au Chapitre 1, cette monotonie permet en particulier de construire des sur-solutions et sous-solutions
a partir de fonctions propres principales. Ainsi, une étude détaillée de la théorie spectrale princi-
pale généralisée de 'opérateur ci-dessus semblait justifiée préalablement aux travaux ayant conduit a
GIRARDIN 2025 ; GIRARDIN et NADIN sous presse.

Cette étude a donné lieu a la volumineuse collaboration GIRARDIN et MAZARI sous presse. Celle-
ci s’est spécialement concentrée sur les valeurs propres principales associées & des fonctions propres
de la forme produit d’une exponentielle spatiale par une perturbation spatiotemporellement périodique
positive, c’est-a-dire aux valeurs propres A € C telles qu’il existe un taux g > 0, une direction e € S*~! et

une fonction spatiotemporellement périodique positive non nulle u tels que
Q(e ) = Aeyeu Ol €y : x > Y, (2.7)
En appliquant le théoréme de Krein-Rutman a ’opérateur
e_peQeye = Q — diag (2pAje - V + [re- Aje +V - (uAje) — g - €), (2.8)

il apparait aisément que A est réelle et unique, notée ci-dessous A1 e, et que u est unique a multiplication
par une constante strictement positive pres.

Les résultats de cette collaboration, qui par bien des aspects est une extension de la théorie spectrale
principale généralisée scalaire de NADIN 2009a au cas N > 1, sont trop nombreux pour étre exhaustive-
ment présentés ici. Les principaux sont les suivants : une inégalité de Harnack, une étude des variations de
(1, €) = A1 e, des caractérisations alternatives de max(, ¢y A1 4e et de A1, des calculs de limites quand cer-
tains parametres de 'opérateur (fréquences spatiale ou temporelle, taux de diffusion, termes de couplage
coopératif) tendent vers 0 ou vers +co, des formules réduites sous certaines hypothéses d’homogénéité
spatiale ou temporelle, des comparaisons entre ’opérateur périodique et 'opérateur moyenné en temps
ou en espace, et enfin des résultats d’optimisation spectrale par rapport a la distribution de la masse dans
la matrice de couplage L ou par rapport a la distribution spatiale de chaque composante du couplage.

Ci-dessous j’énonce trois théoremes utiles dans la suite du mémoire ou qui ont nécessité des efforts
spécialement conséquents : d’abord 'inégalité de Harnack, qui améliore celle préalablement démontrée
par FOLDES et POLACIK 2009 en ne requérant que l'irréductibilité en moyenne de L & 'aide d’arguments
utilisés pour une inégalité de Harnack elliptique voisine due & ARAPOSTATHIS, GHOSH et MARCUS 1999, et
qui a été réutilisée a de multiples reprises dans GIRARDIN 2025 et GIRARDIN et NADIN sous presse ; ensuite
un théoreme de caractérisation et localisation du spectre principal généralisé, qui regroupe un
certain nombre de résultats de GIRARDIN et MAZARI sous presse sur I'application (y,e) — Ay, et qui
étend a N > 1 des résultats de NADIN 2009a; et enfin le théoréme sur 'optimisation spectrale non
convexe de la distribution de masse, qui étend un résultat d’analyse matricielle surprenant di a
NEUMANN et SZE 2007.

Théoréme 2.1.1 (GIRARDIN et MAZARI sous presse). Soit

(i,j) € [N]Z} \ {0} > 0. (2.9)

o= min{ max_ I j(t,x)
(t,x) eRxXR"
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Soit K > 1 le plus petit réel tel que :

K ! < mi i i At , 2.10
0 A i 4 4800 o

At x)y) <K, 2.11
A x| M (y - Ai(t, x)y) (2.11)

(x| <K 2.12
S 25 e e ) 1

L (¢, <K. 2.13
Jmax | max (] (2.13)

Soit T > 0 la période temporelle des coefficients de Q et, pour tout a € [n], Ly leur période par rapport d
la variable spatiale x,.

Soit 0 > max (T,Ly,...,L,) et f € L°(Rx R, RN) N C¥2%(R x R",RN) avec § € (0,1). Soit F > 0 tel
que :

max sup |fi(t,x)| < F. (2.14)
i€[N] (t,x)eRxR"

Alors il existe une constante Ko > 0, déterminée seulement par n, N, o, K et les paramétres 6 et F,

telle que, siu € C( —20,60] x 329, % " (R*)N) est une solution de Qu = diag(f)u, alors
min min u;(t,x) > Kgr max max u;(t, x). (2.15)
i€[N] (1,x)e[56,601x[-9.8]" i€[N] (t,x)e[0,20]x[-¢,¢]"

L’opérateur e_, Qe étant de la méme forme que Q, il satisfait mutatis mutandi la méme inégalité

de Harnack. Grace a cette inégalité, nous avons pu démontrer le théoréme suivant.

Théoréme 2.1.2 (GIRARDIN et MAZARI sous presse). Soit z € R*. Alors on a les caractérisations

sutvantes :

(2.16)

Ui

Mz = max min min (
Ui

uecper (RXR" (R**)N) ie[N] RxR”

(Qzu)i)

min max max (
UECper(RXR" (R**)N) ie[N] RxR"

(Qzu)i)

En outre, en notant A per la valeur propre principale de Q pour le probléme périodique-périodique,

M.pir(B(O,R)) la valeur propre principale de Q pour le probléme périodique-Dirichlet dans la boule de
2
per

t de méme période que les coefficients de Q, on a :

centre 0 et de rayon R et C1 (RxR") les fonctions de classe CY? périodiques par rapport a la variable

hpzhwxzmQAeR|auew&WmctmJRxRﬂ@wﬂN)ausaq, (2.17)
max A, = sup {A eR | Juect?,, (R X R, (]R+*)N) Qu > Au} = lim Avpi(B(0,R)). (2.18)
zeR”® R—+00

De plus, il existe des constantes A>1 et B > 0, dépendantes seulement de bornes sur les matrices de

diffusivité (A;)icin et les vecteurs vitesses (qi)ie[ny, telles que, pour tout z € R,

1
—=|z|? +B|z|.

—APF (( max li,j(t, X)) A

(t,x) ERXR"™

—Alz|?>-Blz| < A1, < -1 in Lt
|z|”=Blz| < 41,2 < —Apr (((t’xr)ré%rlw J( x))

(i.j)e[N]? (i.j)eIN]?

(2.19)

Dans la suite de cette section et conformément & GIRARDIN et MAZARI sous presse, je note
Al = maX/le et /1’1 = 3.1’0. (220)
zeR™
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L’énoncé précédent montre en particulier que I'égalité A1 = A} est en général fausse mais qu’il y a au
moins inégalité A; > A7. Il montre également que I'ensemble des valeurs propres principales généralisées,
associées a des fonctions propres principales généralisées T-périodiques en temps et strictement positives
partout, est la demi-droite (—o0,11], ce qui rejoint le résultat issu de BERESTYCKI et ROsSI 2015 cité
dans le Chapitre 1.

Pour ce qui est du théoréeme d’optimisation spectrale, on ne présuppose pas la continuité hélderienne
des coefficients de Q mais seulement qu’ils sont dans L®, afin de travailler dans un cadre plus naturel
pour 'optimisation. Je rappelle qu'une matrice bistochastique est une matrice S dont les entrées sont

positives et telle que les lignes et les colonnes somment & 1, c¢’est-a-dire $1 = $T1 =1.

Théoréme 2.1.3 (GIRARDIN et MAZARI sous presse). Notons L3, (R XR") les fonctions de L™ spatio-
temporellement périodiques de mémes périodes que les coefficients de Q.
Soit 8 la restriction de L7,

tiques presque partout et Syo1y la restriction de S aux fonctions dont les valeurs sont des matrices de

(RxR™®,RN*NY quz fonctions dont les valeurs sont des matrices bistochas-

permutation presque partout.

Supposons que L a la forme :
L = diag(r) + (S - I) diag(u) (2.21)

avec S€ S, r € L, (RXR", RN) etpe Lper (R X R, (RHN). Pour tout z € R™, 11,(S) désigne ci-dessous
la valeur propre principale donnée par le théoréme de Krein-Rutman appliqué a e_,Qe,.

Alors, pour tout z € R,

Sergi{g” A12(S) = min A (8) < maxA1.:(8) = gomax A1,2(8). (2.22)

Bien que le probleme d’optimisation ne soit pas convexe, ce théoréme garantit tout de méme une forme
de principe « bang-bang » : il existe des maximiseurs et des minimiseurs qui saturent les contraintes. Le
théoréme permet ainsi de restreindre (considérablement) I’ensemble dans lequel chercher des optimiseurs,
ce qui est attrayant pour les applications. Evidemment, si toutes les données sont temporellement homo-
genes, alors on peut rechercher un optimiseur temporellement homogeéne, et de méme pour ’homogénéité
spatiale. Le théoreme ne dit cependant rien de plus; il est en particulier facile de construire des exemples
pour lesquels des optimiseurs non saturés existent.

Une décomposition L = diag(r)+(S—I) diag(p) d’une matrice L & entrées positives avec S bistochastique
et p positif existe dans bien des cas. La matrice L apparait en tout cas sous cette forme dans plusieurs
articles sur des modeles de réaction-diffusion pour des populations structurées phénotypiquement soumises
a des processus de mutation-sélection, par exemple GRIETTE et RAOUL 2016 ; CANTRELL, COSNER et YU
2018 ; MORRIS, BORGER et CROOKS 2019 ; KEENAN et CORNELL 2021. Le vecteur r est alors appelé un
vecteur de taux de croissance intrinseques et la matrice (S —1I) diag(p) une matrice de taux de mutation.
Dans ce contexte, le théoréme d’optimisation spectrale ci-dessus fournit des indications sur les stratégies
de mutation optimales.

L’ingrédient indispensable de la démonstration du Théoreme 2.1.3 est une correction de premier
rang due & NEUMANN et SzE 2007. Plus précisément, supposons par exemple qu’on dispose d’un mini-

miseur S” qui est, au voisinage d’un point (¢, x), de la forme :

51,1(t', x") 51,2(1", x") 0
S"(t’,x’) =|[s21(t,x") so2(t, x") 0 (2.23)
0 0 S]/Q]_2(t/, x")
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avec S}y_o(#/,x’) une matrice de permutation de taille N — 2 mais ol la matrice bistochastique de taille 2
qui constitue le premier bloc n’est pas de permutation. Alors 0 < s31(#,x) < 1. La correction de rang 1
de NEUMANN et SZE 2007 est :

(1-s11(t,x))? —(1=sy,1(t,x))s12(t,x) 0
T"(t,x) = T 0 —(1=s1,1(t,x))s2,1(t,x) s1,2(t,x)s2,1 (¢, x) 0f. (2.24)
11(t,x) 0 0 0

Pour tout « € [0, 1], le minimiseur corrigé est alors :

a+ (1—a)si1(t,x) (1= a)s12(t,x)
St x) + aT (t,x) =| (1 - a)sa1(t,x) so2(t,x) + a% 0 . (2.25)
0 0 Sh_o(t,x)

Cette matrice est encore bistochastique et, quand a = 1, est une permutation. La matrice 8" étant un
minimiseur, la valeur propre principale ne peut qu’augmenter quand a augmente. Mais, apres avoir réalisé

cette méme correction dans un voisinage mesurable w de (¢, x), le taux d’accroissement peut étre calculé :

0 < lim
a—0

A12(8" +aT") — 21.(S") // vIiT u
a - 12)

2.26
1-s11 ( )

oll v et u sont des fonctions propres principales bien choisies. Pour poursuivre, on utilise le fait que T*

est de rang 1. On peut en effet supposer, a permutation pres, que u; > us et v1 > vy dans w, de sorte que
viTNa = (01 — $1,101 — 32,102)(1,41 —$11U1 — 81,2112) >0 dans w. (227)

Donc le taux d’accroissement est en fait nul. Il s’ensuit que vI'T"u = 0 presque partout dans . Donc
® = w1 Uwy avec v1 —s1101 — S2,102 = 0 presque partout dans wy et u; — s1,1u1 — S1,2uz = 0 presque partout
dans wo. Le plus grand des deux sous-ensembles mesurables w1 et ws satisfait |w;| > %la)l, et sur ce sous-
ensemble, I'une des deux fonctions propres u et v reste fonction propre indépendamment de a et donc la
valeur propre principale A1 ,(S" + aT") est également indépendante de a. La valeur propre principale est
donc minimale indépendamment de « et ce jusqu’en a = 1, valeur pour laquelle le minimiseur est devenu
une permutation sur un sous-ensemble du voisinage w de (¢, x).

La démonstration du théoréme consiste essentiellement en des permutations pour se ramener a la
situation décrite ci-dessus puis en une itération de ’argument un nombre suffisant de fois, potentiellement

infini, pour obtenir un minimiseur globalement corrigé.

2.1.3 Propriétés de persistance et de vitesse asymptotique de propagation

pour des coefficients périodiques

Cette théorie spectrale principale généralisée étant établie, j’ai ensuite pu démontrer dans GIRARDIN
2025 des propriétés d’extinction, de persistance et de vitesse asymptotique de propagation pour les so-
lutions de (2.2), qui rappellent fortement celles préalablement connues pour 1’équation de Fisher-KPP &
coefficients périodiques établies dans BERESTYCKI, HAMEL et NADIN 2008 ; NADIN 2010.

Je les synthétise sous la forme du théoréme ci-dessous en rappelant préalablement que, dans tous les

cas, la condition initiale u;,; est supposée globalement bornée.
Théoréme 2.1.4 (GIRARDIN 2025). Supposons A} > 0. Alors toutes les solutions u du probléme de
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Cauchy (2.2) satisfont :
lim max sup u;(t,x) =0. (2.28)

t—+0 ie[N] xeRrn

Supposons désormais au contraire A7 < 0. Alors, pour tout z € R" tel que A1, > 0 et pour toutes les

solutions u de (2.2) dont les conditions initiales satisfont

SUp max Uini;(x)e % < +oo, (2.29)
xeRn i€[N]
on a:
lim max sup u;(t,x) =0 pour tout R > 0. (2.30)

t—>+°°i€[N] \xlSR

Cependant, il existe une solution spatiotemporellement périodique uniformément strictement positive du
systéme. De plus, s’il existe z € R" tel que A1, < 0 et { € (0,2) = Ay, est strictement croissante dans

un voisinage de 1, alors pour toutes les solutions u de (2.2) dont les conditions initiales satisfont

liminf inf min uni;(x)e™* > 0, (2.31)
B——c0 z:x<Bi€[N]

on a :
liminf min inf u;(t,x) >0 pour tout R > 0. (2.32)

t—+00 je[N] |x|<R

Supposons enfin Ay < 0. Alors (2.32) est vraie pour toutes les solutions de (2.2), sans condition

supplémentaire sur Win;. De plus, pour tout e € "1, soit :

* (e FG o
¢y =min , €.~ = min . (2.33)
>0 JT; e’esn-1 e - e’
e-e’>0
Alors
min_ cf¢ > 0 (2.34)
eeSn-1

et, pour toutes les solutions u & condition initiale & support compact et toutes les directions e € S™™ 1, on
a:

liminf min inf w;(t,x +cte) >0 pour tout R>0 etc € [0, CEG), (2.35)
t—+00 je[N] |x|<R

lim max sup u;(t,x +cte) =0 pour tout R >0 et ¢ > cEG. (2.36)

t—+i€[N] |x|<R
La propriété (2.28) est une propriété d’extinction asymptotique en temps et globale en espace. La
propriété (2.30), moins forte, est une propriété d’extinction asymptotique en temps localement en espace,
permettant une extinction par échappement de densité de population & l'infini dans la direction z/|z].
La propriété (2.32) est une propriété de persistance asymptotique en temps localement en espace, que
j’appelle, quand A1 < 0 la rend vraie inconditionnellement, détente ultrasensible (hair-trigger effect en
anglais, autrement dit toute condition initiale non nulle, si petite soit-elle, déclenche une invasion). Enfin,
les propriétés (2.35) et (2.36) décrivent la vitesse asymptotique de propagation, avec une formule de
type Freidlin-Géartner pour la vitesse cEG. Ces formules, d’abord étudiées dans GARTNER et FREIDLIN
1979; FREIDLIN 1985 pour l’équation de Fisher-KPP scalaire a coefficients spatialement périodiques,
relient géométriquement en milieu anisotrope la vitesse asymptotique de propagation planaire ¢ et la
vitesse asymptotique de propagation radiale cf<. Je souligne qu’ici, comme dans le cas des systémes &
coefficients constants, la vitesse asymptotique de propagation planaire ¢ est linéairement déterminée, et

qu’il est donc possible de parler de fronts d’invasion tirés.
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Toutes ces propriétés sont de nouveau des propriétés de coexistence inconditionnelle de toutes les
classes u; : toutes les classes s’éteignent, persistent ou se propagent ensemble.

La preuve s’appuie sur des résultats analogues pour des systémes satisfaisant le principe de compa-
raison établis par Du, W.-T. L1 et SHEN 2022. Elle a nécessité 'adaptation d’une méthode issue de la
littérature sur les équations non locales et due a BoOUIN, HENDERSON et RyzHIK 2017. Cette méthode
exploite des estimations gaussiennes satisfaites par la solution fondamentale du systéme linéarisé ainsi que
I'inégalité de Harnack afin de contourner 1’absence de principe de comparaison en comparant

deux a deux les classes a des puissances prés. Dans GIRARDIN 2025, je démontre le lemme suivant :

Lemme 2.1.5 (GIRARDIN 2025). Soit M > 0 tel que

max Sup Uini;(x) < M. (2.37)
i€[N] xeRrn

Alors il existe p € (0,1) et kyr > 0 tels que la solution u de (2.2) satisfait :
V(i,j) € [N]?> V(t,x) € [1,+00) x R" u;(t,x) < xkpui(t, x)P. (2.38)

Ce lemme me permet de ramener le terme de compétition non local en classe (Bu) o u a des termes

locaux de la forme Cu°1*?) = C (uin ) . avec C € R™, et donc de ramener le terme de réaction non
ic

monotone Lu — (Bu) o u a des termes de réaction monotones sous-homogenes (L — Cdiag ((u)°(1+P))) u
pour lesquels les résultats de Du, W.-T. LI et SHEN 2022 s’appliquent.

L’autre ingrédient majeur de la preuve est, comme indiqué plus haut, la théorie spectrale principale
généralisée. La fonction propre principale spatiotemporellement périodique u, de l'opérateur e_,Qe,
fournit une solution particuliere du linéarisé Qv = 0, de la forme v, : (t,x) — e M=te*¥u,(t,x), qui
satisfait en ¢ = 0 comme en tout autre temps une certaine décroissance exponentielle qui apparait dans

les hypotheéses du Théoreme 2.1.4. En réécrivant ’argument de ’exponentielle

_/1 .
z L ) (2.39)

z-x—/1132t=—|z|(_— Sx— —=t
|z] |z]
un profil en translation dans la direction —z/|z| & vitesse constante —A;./|z| apparait. Si A1, > 0, v,
régresse et donc s’éteint localement uniformément. Si A3, < 0, v, progresse et donc persiste localement
uniformément. Dans le cas critique A1, =0, v, est stationnaire. Ce raisonnement sur le linéarisé mobilise
naturellement la quantité ¢, appelée ci-dessus vitesse asymptotique de propagation planaire et utilisée
pour caractériser la vitesse asymptotique de propagation radiale CEG. La formule de Freidlin-Gértner peut
d’ailleurs s’expliquer ainsi : une solution de (2.2) & condition initiale & support compact reste coincée entre

0 et, dans chaque direction e € S, une translation spatiale d’un profil v avec py > 0 choisi pour

*
“Hee€

que =4y _x./|px| = c. Or, pour toute direction e’ € S" 1 tel que e’ - e > 0 et toute vitesse ¢ > cy/(e-e),
v_”:/e,(t,x + cte) = o He (¢ xte(ee)t=c, ’)u_#:,e/ (t,x +cte) > 0 (2.40)

asymptotiquement en temps, localement uniformément en espace. Cette limite implique par conséquent
(2.36).

Quand les coefficients sont constants et V- (A;V) —¢q; - V = d;A, I'égalité A1 = A] est satisfaite (et
ces deux valeurs propres valent —App(L)). Ainsi le cas 1] < 0 < Ay, pour lequel certaines solutions
persistent et d’autres s’éteignent, est une nouveauté permise par les hétérogénéités spatiotemporelles et

les anisotropies. Cette nouveauté était cependant déja connue de longue date pour ’équation scalaire,
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c’est-a-dire pour le cas N = 1, comme rapporté dans NADIN 2010, et de ce point de vue je n’ai fait que
I’étendre a N > 1.

Pour la clarté de ’'exposé, le corollaire suivant spécifie le théoréeme précédent pour des conditions ini-
tiales a4 support compact. On y retrouve en particulier une dichotomie entre persistance et extinction

et, dans le cas de persistance, la détente ultrasensible.

Corollaire 2.1.6 (GIRARDIN et NADIN sous presse). Soit Win; & support compact et u la solution de (2.2)
associée.

Si Ay >0, alors u s’éteint uniformément en espace comme indiqué par (2.28).

St A} <0< Ay, alors u s’éteint localement uniformément en espace comme indiqué par (2.30).

Si A1 <0, alors u persiste localement uniformément comme indiqué par (2.32) et se propage dans la
FG

direction e € S"" 4 vitesse ct

comme indiqué par (2.35) et (2.36).

De méme, le corollaire suivant spécifie le théoreme pour des conditions initiales proches de fronts
(front-like initial data dans la littérature), c’est-a-dire encadrées par deux perturbations multiplicatives

de x — min(1, e*¥).

Corollaire 2.1.7 (GIRARDIN et NADIN sous presse). Soit z € R", uiy; telle que

0 < inf min uy;;(x)e™** < sup max ujyi;(x)e ** < +oo, (2.41)
z:x<0ie[N] z.x<0i€[N)
0< z})r(lzfo iIerB\III] Uinii(x) < j)tg)o ir?[&}\?() Uinii(x) < +o0. (2.42)

Soit u la solution de (2.2) associée.
Si A} =0, alors u s’éteint uniformément en espace comme indiqué par (2.28).
Si A <0< Az, alors u s’éteint localement uniformément en espace comme indiqué par (2.30).

Si A1, <0, alors u persiste localement uniformément comme indiqué par (2.32).

Ainsi une telle solution voit sa persistance localement uniforme ou son extinction localement uniforme
entierement décidée par le signe de A;,. Comme suggéré informellement ci-dessus, il est possible de
renforcer ce résultat en démontrant que la solution u forme un front d’invasion planaire dans la direction
—z/|z| de vitesse —A1./|z|. Bien que ce résultat n’ait pas été démontré dans GIRARDIN 2025, il conduit

naturellement & la section suivante : de quels fronts planaires s’agit-il 7

2.1.4 Les ondes progressives pulsatoires planaires pour des coefficients pé-

riodiques

Comme expliqué précédemment, la solution entiere qui émerge asymptotiquement dans le sillage d’'un
front d’invasion solution d’un systéme de Fisher-KPP est en général inconnue, méme dans le cas particulier
des systeémes a coefficients constants. La condition de sillage strictement positif dans (2.35) permet de
définir la vitesse asymptotique de propagation tout en travaillant indifféremment avec tous les fronts
possibles.

Il est tout de méme naturel de vouloir étudier les profils asymptotiques possibles des solutions du
probléme de Cauchy donnant lieu a une propagation spatiale a partir d’une condition initiale & support
compact. Pour cela, et en lien avec la formule de Freidlin-Gértner présentée ci-dessus, la méthodologie
classique héritée de la littérature sur les équations scalaires consiste a d’abord étudier les solutions

entiéres a propagation spatiale planaire. Idéalement, il s’agirait de montrer que ces solutions entiéres
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a propagation planaire existent a vitesse ¢ si et seulement si

_Al,—,ue)
ll 3

(2.43)

c>c) = I;1>1(1)1 (

et qu’elles peuvent alors avoir la forme d’ondes progressives pulsatoires planaires a périodicité

spatiotemporelle, notion définie ci-dessous qui vise a étendre aux systémes a coefficients périodiques

la notion d’onde progressive planaire élaborée pour les systeémes a coefficients constants. Un tel résultat

étendrait alors ce qui est connu pour ’équation de Fisher-KPP scalaire a coefficients spatiotemporellement
périodiques depuis NADIN 2009b.

Pour définir les ondes progressives pulsatoires planaires, je définis d’abord un ensemble plus large de

solutions entiéres. Cette notion est inspirée de BERESTYCKI et HAMEL 2012 et sera utile par la suite.

Définition 2.1.1. Une solution u de (2.6) est une onde de transition généralisée presque planaire dans
la direction e € S* ! avec vitesse moyenne globale ¢ € R si elle est positive, bornée et si u” : (t,x)

u(t, x + cte) satisfait les deux limites suivantes :

lim su max u; (t,x + ze) =0, 2.44
z—+00 (t’x)eﬂgXeL i€[N] ! ( ) ( )

liminf inf  min uf (¢ x + ze) > 0. (2.45)
z—> - (tx)eRxel i€[N]
Définition 2.1.2. Une solution u de (2.6) est une onde progressive pulsatoire planaire dans la direction

e € S"1 A vitesse ¢ € R & périodicité spatiotemporelle si :

1. c’est une onde de transition généralisée presque planaire dans la direction e avec vitesse moyenne

globale c;
2. elle a la forme u(t,x) =p(t,x,x-e —ct);

3. par rapport & sa premiere et & sa deuxiéme variable, le profil d’'onde p est périodique (avec les

mémes périodes que les coefficients de (2.6)).

L’inexistence d’ondes de transition généralisées presque planaires dans la direction e € S*~! avec vitesse
moyenne globale ¢ < ¢} est une conséquence relativement directe du Lemme 2.1.5 et des résultats de Du,
W.-T. L1 et SHEN 2022. Elle régle donc la question de l'inexistence des ondes progressives pulsatoires
planaires pour les mémes vitesses.

L’article Du, W.-T. LI et SHEN 2022 démontre également ’existence d’ondes progressives pulsatoires
planaires a périodicité spatiotemporelle pour les systémes monotones obtenus en remplacant —(Bu) o u
par —Cu®(1*P) Cependant, une solution entiére perpétuellement coincée entre deux ondes progressives
pulsatoires planaires & périodicité spatiotemporelle n’a pas a priori de raison d’étre elle-méme une onde
progressive pulsatoire planaire a périodicité spatiotemporelle. Pour ’équation scalaire, des arguments
forts basés sur le principe de comparaison peuvent permettre de conclure, comme dans BERESTYCKI
et HAMEL 2012. Mais sans principe de comparaison, la solution n’est pas a priori autre chose qu'une
onde de transition généralisée presque planaire. Mon article GIRARDIN 2019c propose un exemple de
systeme de Fisher-KPP a coefficients constants produisant dans ’espace euclidien unidimensionnel n =1
une onde de transition généralisée qui n’est pas une onde progressive mais une solution dite terrasse
de propagation. Par conséquent, il semble impossible de réutiliser ces arguments de comparaison avec
des systéemes monotones pour établir I’existence d’une onde progressive pulsatoire planaire pour chaque

vitesse ¢ > c.
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Une autre méthode de construction de solution, utilisée avec succes pour ’équation scalaire dans
NADIN 2009b, consiste a considérer le systéme que satisfait la fonction p non plus sur ’ensemble {(¢, x, x -
e—ct) | (t,x) € R xR"} mais sur 'espace étendu R x R” x R. Mais ce systéme n’est pas uniformément
parabolique. Dans NADIN 2009b, I’ajout d’un terme €d,.p permet de retrouver 'uniforme parabolicité
puis de construire par sur-solution et sous-solution un profil régularisé et d’en considérer la trace sur
{(t,x,x-e—ct) | (t,x) € RxR"}. Dans une telle construction, le remplacement du principe de comparaison
par un théoréme de point fixe de Leray-Schauder est désormais bien éprouvé et a notamment
fonctionné dans mon étude GIRARDIN 2018b des systémes a coefficients constants. Mais le passage a la
limite ¢ — 0 nécessite ensuite une régularité uniforme en ¢ suffisamment forte pour que la trace du profil
p conserve les propriétés désirées. Dans NADIN 2009b, cette régularité uniforme est une conséquence de la
monotonie de p. Cependant, comme illustré par les Figures 2.2 et 2.5, la monotonie est fausse en général
pour les systemes de Fisher-KPP non monotones, méme pour des coefficients constants et des ondes
progressives planaires classiques u(t,x) = p(x - e —ct). Le manque de controle du sillage constitue donc de
nouveau un obstacle considérable pour la construction des ondes progressives pulsatoires planaires.

Dans la collaboration GIRARDIN et NADIN sous presse, nous sommes finalement parvenus a démontrer
un résultat d’existence plus faible. Nous démontrons 'existence de solutions entieéres que nous appelons

ondes progressives pulsatoires planaires a périodicité temporelle et spatialement transverse.

Définition 2.1.3. Une solution u de (2.6) est une onde progressive pulsatoire planaire dans la direction

e € "1 A vitesse ¢ € R & périodicité temporelle et spatialement transverse si :

1. c’est une onde de transition généralisée presque planaire dans la direction e avec vitesse moyenne

globale c¢;

2. il existe une famille (T, Ly,...,L,—1) € (R™)" telle que u” : (£, x) — u(t, x + cte) est T-périodique par
rapport a t et, pour chaque a € [n—1], Ly-périodique par rapport a la coordonnée x;, d’un systeme

(x})ac[n-1] de coordonnées orthonormées de e*.

Cet affaiblissement de la périodicité permet de travailler avec un systeme uniformément parabolique
et donc de conclure la preuve d’existence des solutions entieres. Néanmoins, la nécessité d’intersecter
la grille de périodicité des coefficients du systeme et celle de la solution restreint le résultat

d’existence a des grandeurs commensurables.

Théoréme 2.1.8 (GIRARDIN et NADIN sous presse). Supposons A} < 0 et, sans perte de généralité
supplémentaire, supposons que les périodes spatiotemporelles des coefficients de (2.6) valent toutes 1.

Alors, pour toutes e € S"1 et ¢ € (—oo,c¥), il n'existe pas d’onde de transition généralisée presque

planaire dans la direction e avec vitesse moyenne globale c.

En outre, pour toutes e € S"1 N Q" et ¢ € (c¥,+00) N Q, il existe une onde progressive pulsatoire

planaire dans la direction e a vitesse ¢ a périodicité temporelle et spatialement transverse.

Enfin, pour toute e € S*"1 N Q" telle que c¥ € Q, il existe une onde progressive pulsatoire planaire

dans la direction e a vitesse ¢ d& périodicité temporelle et spatialement transverse.
La conjecture de type Fisher-KPP ci-dessous reste donc essentiellement ouverte.

Conjecture 2.1.9. Supposons A7 < 0.

Alors, pour toutes e € S"~! et ¢ > ¢¥, il existe une onde progressive pulsatoire planaire dans la direction

e € S" 1 g vitesse c € R d périodicité spatiotemporelle.
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Le cas particulier des coefficients périodiques en temps, homogénes en espace

Usuellement et depuis ALIKAKOS, BATES et CHEN 1999 ; FREJACQUES 2005, quand les coefficients
sont indépendants de la variable spatiale et périodiques en temps, on recherche plutot des solutions de la

forme suivante.

Définition 2.1.4. Une solution u de (2.6) est une onde progressive pulsatoire planaire dans la direction

e € S"1 A vitesse ¢ € R & périodicité temporelle si :

1. c’est une onde de transition généralisée presque planaire dans la direction e avec vitesse moyenne

globale c;
2. elle a la forme u(t,x) =p(t,x-e—ct);

3. par rapport a sa premiére variable, le profil d’onde p est périodique (avec la méme période que les
coefficients de (2.6)).

Mutatis mutandi, la preuve du Théoréme 2.1.8 permet d’obtenir le résultat suivant, cette fois-ci sans

condition de rationalité.

Corollaire 2.1.10 (GIRARDIN et NADIN sous presse). Supposons A} < 0 et supposons de plus que les

coefficients de (2.6) sont homogénes par rapport d la variable spatiale.

Alors, pour toutes e € S"1 et ¢ € R, il existe une onde progressive pulsatoire planaire dans la direction

e a vitesse ¢ d périodicité temporelle si et seulement sic > c}.

Ce résultat répond donc completement a la Conjecture 2.1.9, dans le cas particulier des coefficients

spatialement homogenes.

2.1.5 Conséquences

Biologiquement, cette collection de résultats confirme que les modéles de population structurée s’écri-
vant sous la forme (2.2) peuvent étre pensés comme des généralisations de I’équation classique de Fisher-
KPP, méme en présence d’hétérogénéités environnementales périodiques. Autrement dit, la prise en
compte de la dynamique de la composition interne d’une population impacte peu la dyna-
mique totale quand celle-ci est logistique. En particulier, un signe de valeur propre fournit toujours
un critéere d’extinction, la détente est toujours ultrasensible et les fronts d’invasion sont toujours tirés :
trois conclusions importantes pour la conservation de la biodiversité et la gestion des espéces invasives.

Cependant il ne faut pas en déduire que la dynamique interne est simple (cf. Figures 2.3 et 2.4).

Les difficultés profondes présentées ci-dessus pour contrdler le comportement du profil p de 'onde
progressive pulsatoire planaire a périodicité spatiotemporelle u(t,x) = p(t,x,x - e — ct) dans le sillage du
front sont des difficultés qui ne se limitent pas aux systemes de Fisher-KPP mais qui concernent tout
systeme non monotone a coefficients spatiotemporellement périodiques posé dans un espace euclidien
de dimension arbitraire. A notre connaissance, GIRARDIN et NADIN sous presse fournit le tout premier
résultat d’existence d’ondes progressives pulsatoires planaires pour un tel systeme de réaction-diffusion.
Cela ouvre donc des perspectives nouvelles pour d’autres systémes non monotones issus de la

modélisation biomathématique, par exemple proie-prédateur ou SIR.
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2.2 L’équilibre des systemes de Fisher-KPP avec compétition

non locale de premier rang

2.2.1 Motivation : les solutions spatialement uniformes des systemes de Fisher-

KPP avec compétition non locale en classe et de premier rang

Une direction de recherche originale est apparue au fil de la section précédente : mieux comprendre
les sillages de fronts d’invasion pour des systémes de Fisher-KPP non monotones. Pour
poursuivre dans cette direction, je me suis penché a partir de 2023 avec J. Coville sur le cas des matrices
de compétition B de rang 1, c’est-a-dire de la forme B = h®k = (h;k;)1<; j<n. Cette forme particuliere est
récurrente dans la littérature biomathématique. Du point de vue de la modélisation, elle signifie que ’on
peut séparer dans les taux de compétition la sensibilité a la compétition de la classe i, h;, indépendante
de j, et la pression de compétition exercée par la classe j, k;, indépendante de i. En cohérence avec
cette interprétation, dans l'article de biologie éco-évolutive théorique RESS, TRAULSEN et PICHUGIN
2022, le noyau de compétition B = 1 ® k est appelé noyau tueur (killer kernel) tandis que le noyau de

compétition B =h ® 1 est appelé noyau victime (victim kernel). ELLIOTT et CORNELL 2012 considérent

T
le cas particulier B = %1 ® 1 et GRIETTE, RAOUL et GANDON 2015 consideérent B = (KLW, ﬁ) ®1.

En repartant de (2.2) et en commengant par considérer seulement les solutions spatialement homogénes
pour isoler les difficultés, il s’agit donc d’étudier les solutions entieéres bornées et uniformément strictement

positives du systeme d’équations différentielles ordinaires suivant :

i =Lu - (kTu) diag(h)u dans R. (2.46)

2.2.2 D’autres modeles de population structurée algébriquement équivalents

Notre observation de départ était que des questions tres similaires sur les solutions entiéres bornées uni-
formément strictement positives se posent pour des modeles de population structurée avec structuration
continue bornée, par exemple une équation de mutation-sélection avec mutations locales et compétition

non locale dans un domaine phénotypique Q borné avec conditions de bord de Neumann :

ru(t,x) = Au(t,x) + r(x)u(t,x) — h(x)u(t,x) /Q k(x")u(t,x")dx" pour (t,x) e Rx Q, 2.47)

dyu(t,x) =0 pour (t,x) € R X 9Q,

une équation de mutation-sélection avec mutations et compétition non locales :

dru(t,x) = /](x —yu(t,y)dy — u(t,x) + r(x)u(t, x) — h(x)u(t, x) / k(x")u(t,x")dx” pour (t,x) € R X Q,
Q Q

(2.48)

ou encore une équation de renouvelement dite de Gurtin-MacCamy pour une population structurée en

age :

oru(t,a) = —9,u(t,a) — h(a)u(t, a) /Oa k(a)u(t,a’)da’ pour (t,a) € Rx (0,a"),
(2.49)

u(t,0) = ‘/Oa' B(a)u(t,a’)da pour t € R.

Des systemes de Fisher-KPP non locaux a la fois en classe et en une variable spatiale parcourant un

domaine borné, c’est-a-dire des systémes de la forme (2.2) mais ou I'espace euclidien R"” est remplacé
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par un domaine borné Q C R” et le terme de compétition Bu remplacé par un terme h fQ(kTu), posent
également les mémes questions. Bien que de tels modeéles a compétition doublement non locale soient &

bien des égards naturels, ils n’ont a ma connaissance pas été étudiés jusque la.

2.2.3 Etat de ’art

Pour tous ces problémes, I’existence, 1’unicité, la stabilité locale puis la stabilité globale
de la solution stationnaire uniformément strictement positive sont des questions naturelles. La
remarque essentielle est qu’un état stationnaire positif non nul, par exemple de (2.47), satisfait, pourvu
que ming h > 0,

1 r(x)

"0 MY T R

u(x) = (—Lk(x')u(x')dx') u(x) pour x € Q, (2.50)

dyu(x) =0 pour x € 9Q,

ou peut se lire un probleme de théorie spectrale principale : — fQ k(x")u(x’)dx’, nombre réel, est une valeur
propre principale de 'opérateur —%A—% avec conditions de Neumann et u est une fonction propre positive
associée. Quand l'opérateur ainsi obtenu satisfait les hypotheéses du théoréme de Krein-Rutman (ce qui
est le cas dans I'exemple (2.47) si 9Q est par exemple C!, mais ne l'est pas pour l'exemple (2.48), du
moins pas sans hypothése supplémentaire sur le noyau de mutation J), il s’ensuit que ’état stationnaire
existe, est unique et est strictement positif en tout x € Q. Mais sa stabilité reste a ce stade inconnue.

A partir de cette remarque de nature algébrique, plusieurs articles dans la littérature ont cherché
a étudier la stabilité de ces états stationnaires. Une bibliographie extensive mais non exhaustive est
proposée dans COVILLE et GIRARDIN 2025. Tres peu d’articles traitent du cas h # 1 qui pose des difficultés
algébriques supplémentaires (la division par h opérée ci-dessus pour se ramener a h = 1 dans le probléme

stationnaire n’est pas fructueuse pour I’étude du probléme d’évolution et donc pour 'étude de stabilité).

2.2.4 Un formalisme abstrait et des résultats généraux

Devant ce constat, nous avons choisi avec J. Coville de concevoir un formalisme abstrait suffi-
samment général pour permettre un traitement unifié de ces différents problémes. Nous nous donnons

d’abord un opérateur linéaire de la forme suivante :

Mu =Pu + Su dans Q. X [N],
ot ou oo (2.51)
Zgu:q‘,a— +Pou+ S5 u+S,°u sur 9Q. x [N],
v

Mu

MB tu e dOInE(MB) —
Bu

a9

ot Q est un domaine borné de R™, E  Cp,(Q. X [N]) est une algébre de Banach (espace de Banach stable
par multiplication) telle que Mg génére un semigroupe de Feller sur E, P est un opérateur de la forme
diag(V - (A;V) — gi - V)ie[n] avec chaque A; elliptique possiblement dégénérée sur Q., S est un opérateur
non local & noyau positif de degré 0 sur Q. X [N], le coefficient g, est positif, Py est un opérateur de la

méme forme que P mais sur 9Q. X [N], SgQ”

est un opérateur de la méme forme que S mais non local sur
IQ: X [N], et Sf;“ est un opérateur de la méme forme que S mais qui projette Q. X [N] sur 9Q, X [N]. Tous
ces opérateurs admettent la fonction constante 1 dans leur noyau, de sorte que Mg lui-méme admet 1
dans son noyau : les conditions au bord triviales (8 = 0), de Neumann ou périodiques sont acceptées mais
pas les conditions au bord de Dirichlet ou de Robin. Le semigroupe généré par Mg est en outre supposé

irréductible, en un sens fonctionnel abstrait (SCHAEFER 1974, Proposition 8.3 p. 186).
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L’opérateur est ainsi un opérateur a résolvante fortement positive : il existe une valeur C € R**
telle que la résolvante (=M + C,B)~! est continue et envoie le cone positif privé de I'origine E* \ {0}
dans l'intérieur de ce cone int(E*). En un certain sens, la forme particuliere de Mg est générique parmi
les opérateurs linéaires qui satisfont le principe du maximum (cf. par exemple BONY, COURREGE et
PRIOURET 1966 ; BONY, COURREGE et PRIOURET 1968). Bien qu’aucune hypothese de compacité ne soit
faite sur 'opérateur, la valeur propre principale généralisée A; (—Mg) peut étre définie a la maniére de
BERESTYCKI, NIRENBERG et VARADHAN 1994, elle vaut 0 et I’élément unité 1 de I’algebre de Banach

est une fonction propre principale généralisée.

Nous définissons ensuite un taux de croissance de la forme suivante :
N
R : (u,x,i) € EX QX [N] = ri(x) — hi(x) Z/ 0; (y)Pk; (y)dy, (2.52)
=1 e

puis, avec I'abus de notation R(u(t))(x,i) = R(u(t, x, i), x, i), nous nous donnons un probléme fonctionnel
non local de Cauchy :
oru = Mu +uR(u) dans R** x Q. x [N],
Bu=0 sur R™* x 9Q. x [N], (2.53)
u(0,-) = ujn;j dans Q. x [N].

Ci-dessus, les coefficients r, h et k sont tous pris dans int(E*), 'exposant p dans [1, +c0) et la condition
initiale uj,; dans domg(Mg) N ET.

Les exemples (2.46), (2.47), (2.48) sont tous des cas particuliers de ce probleme. L’exemple (2.49) sort
du cadre car Mg ne génere plus un semigroupe de Feller sur une algebre de Banach, mais nous conjec-
turons que cet obstacle est seulement technique et peut étre dépassé grace a la théorie des semigroupes
intégrés.

Dans notre article, nous avons pu préciser sous quelle condition 1’état stationnaire positif non nul
existe, sous quelles conditions il est localement ou globalement stable, et nous avons exhibé différents

contre-exemples pour illustrer ce qui peut se produire quand ces conditions ne sont pas satisfaites.

Pour limiter les détails techniques et les notations auxiliaires, je restreins les énoncés des résultats
ci-dessous au cas particulier du systéme d’équations différentielles ordinaires (2.46) avec N > 2, pour
lequel E = RN, 8 = 0, M est une matrice essentiellement positive irréductible et domg(Mg) = RN.
Cela implique en particulier que 1’état stationnaire positif non nul existe toujours, que des hypotheses de
résolvante compacte disparaissent des énoncés et que s’il y a convergence vers I’état stationnaire positif
non nul alors celle-ci ne dépend pas du choix de topologie de E. Pour les énoncés complets sans restriction

a (2.46), je renvoie & Darticle.

Soit u* € int(E*) I'unique état stationnaire strictement positif. Par souci de cohérence avec la section
précédente du chapitre, le produit scalaire canonique de RN est toujours noté a I’aide de la transposition
et le produit de l’algébre de Banach RN, qui n’est autre que le produit de Hadamard, est toujours noté

o. Les théoremes suivants utiliseront en outre les notations ci-dessous :

M = diag (u*)_1 Mdiag (u*) — diag (diag (u"‘)_1 Mu*) , (2.54)
— ko (u*)°1’
k - W. (2.55)

L’intérét des notations M et E, complétées par la notation auxiliaire h = (kT (u*)op ) h et Décriture
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u(t,x) = o(t,x) ou*(x), est de permettre de passer & un systéme réduit, pour lequel I’équilibre est 1 :
a0 = Mo + diag(h)o(1 — kTv°P), (2.56)
et pour lequel le linéarisé en v = 1g est :
0 = (/W—pi?@ 'IE) 0. (2.57)

La matrice M — pﬁ@ k est une perturbation de premier rang de la matrice M. Cette derniere
satisfait les mémes hypotheses structurelles que la matrice M elle-méme : elle est essentiellement positive,
irréductible et sa valeur propre de Perron-Frobenius est 0 avec pour vecteur propre 1g. Enfin, certains

résultats utiliseront la notation
o5 = inf {UT (— diag(k) diag(h)-l/’v(“o) | ve (1p)*, llolls = 1}. (2.58)

Quand 1g est un vecteur propre adjoint de — diag(FI;) diag(h)~! M, alors 1g est un vecteur propre principal

et vecteur propre principal adjoint simultanément, et il est donc vecteur propre principal de la partie
symétrique, % (— diag(E) diag(h)_l/F\‘/f + (— diag(E) diag(h)_lﬁ)T). Le réel oo mesure alors le trou spectral
entre la valeur propre principale 0 et le reste du spectre de cette partie symétrique.
Théoréme 2.2.1 (COVILLE et GIRARDIN 2025). L’état stationnaire u* est localement asymptotiquement
stable st au moins une des conditions suitvantes est satisfaite :

1. k € ker (MT) ;

2. 1g € ker ((diag(E) diag(h)_lﬂ)T) et oo >0,

3. =M est normale et au moins une des trois conditions supplémentaires suivantes est satisfaite :

(a) heRlg;

(b) k € Rlg;

(c) les deux conditions suivantes sont satisfaites simultanément :

sp(=M) c {1 € C | Re(d) > |Im(1)|}, (2.59)
g L1 L R T L R T IFel3 (2.60)
N 2N 2 N | ’

Théoréme 2.2.2 (COVILLE et GIRARDIN 2025). L’état stationnaire u* est globalement asymptotiquement
stable pour les conditions initiales uin; € domg(Mg) N (E* \ {0}) si au moins une des conditions suivantes

est satisfaite :

1.p=1,heRlgetke ker(fvTT) ;

— T
2. p=1, 1g € ker ((diag(k) diag(h)’lM) ), o9 >0 et

VKT (°2) = kTo

sup —_ <

. BNl NIl ol
R (Nloll3~lloli}) <k™ (0°2)+(k o)

02
— 2.61
2 (261)
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3. heRlg, -M est normale ;

4. p=2et - diag(z) diag(h)‘lﬂ est symétrique.

Les résultats requérant I’hypothese k € ker (MT) se prouvent par projection, en prenant le produit

scalaire de (2.57) ou (2.56) avec k et en en déduisant une équation fermée sur la population totale
- ~ —\T

pondérée kTov. Les résultats requérant I’hypotheése 1z € ker ((diag(k) diag(h)_lM) ) se prouvent en

prenant le produit scalaire de (2.57) ou (2.56) avec koh* D oy et en déduisant, grace au trou spectral
o9 > 0, une entropie décroissante. Les résultats requérant ’hypothese que —M est normale se prouvent
par étude du spectre de -M+ pﬁ@% et décomposition en modes propres de v. Cette étude spectrale,
qui étend a des opérateurs normaux une étude de DOBOSEVYCH et HRYNIV 2021 pour des opérateurs
autoadjoints, s’appuie sur une formule dite de Sherman-Morrison en dimension finie et dite de
Krein en dimension infinie, qui relie le spectre de —M+pﬁ® k & celui de —M. Enfin, le résultat de
stabilité globale requérant p = 2 utilise une structure de flot gradient repérée par JABIN et L1u 2017.

La stabilité globale (et donc locale) pour (2.46) était déja connue pour N € {1,2}. Le cas N =1
n’est autre que I’équation différentielle ordinaire logistique standard, qui est en fait écartée ci-dessus par
I'hypothése N > 2. Dans le cas N = 2, ce sont des arguments topologiques spécifiques au plan (théorémes
de Poincaré-Bendixson et Bendixson-Dulac) qui permettent de conclure, comme montré dans larticle de
CANTRELL, COSNER et YU 2018.

Nous avons construit un contre-exemple numériquement explicite montrant que, des N = 3, des
instabilités linéaires peuvent survenir, et ce, méme si M est choisie symétrique. Notre contre-
exemple est une variation & partir d’un exemple asymétrique fourni par ANEHILA et A. C. M. RAN 2022,

Example 3.4. Plus précisément, nous choisissons :

-1 1 0 001 1
p=1, M=0011 -2 1|, h=|o001|, k=| .000001 |. (2.62)
0 1 -1 10 .00000001

Au lieu de fixer r et d’en déduire u*, u* est fixé et inversé pour retrouver r :

1 0102
u* =1000| 100 |, r=—diag (u*)"" Mu* +h(kTu*) ~| 0201 |. (2.63)
10000 10002

Par calcul numérique, nous obtenons ensuite :

-1 1 0
M = diag (u*) "' M diag(u*) - diag (u*) " diag (Mu*) = [.0001 -1.0000 1 |, (2.64)
0 .0001 —.0001

- 1 1000
k = o diag(uw*)k = ———10.0001 |, 2.
P iag(u™) 10002 0.0001 (2.65)
0.0001
sp(-M + h® k) =~ {—9.4331 + 18.6661i, —9.4331 — 18.6661i, 22.8666}. (2.66)

Cette possibilité d’instabilité pour N > 3 et M symétrique était inattendue; la conjecture informelle qui

prévalait jusque la était que la symétrie de M devait suffire a garantir la stabilité globale.
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1.5

0.5 251

FIGURE 2.6 — Trajectoires asymptotiques calculées avec Octave (EATON, BATEMAN, HAUBERG et
WEHBRING 2019) de solutions d’une discrétisation des systémes u = (1 —kTu) diag(h)u + pMu avec

N =3, h, k et M bien choisis et 10 valeurs du parametre p. La matrice essentiellement positive et irré-
ductible M est choisie de sorte que M1 = 0, le vecteur k est choisi de sorte que kT1 =1, et donc 1 est un
équilibre du systeme quelle que soit la valeur de p. Le point 1 est situé a l'extrémité du segment qui le
relie & 'origine 0. En calculant numériquement les valeurs propres du linéarisé en 1, c’est-a-dire les valeurs
propres de la matrice M —h ® k, on observe que ’équilibre 1 est linéairement stable pour p € (0, u1) avec
p1 une valeur critique estimable numériquement. En p = p, une bifurcation de Hopf se produit. Pour
1 € (u1,u2) avec pg une autre valeur critique estimable numériquement, ’équilibre 1 est linéairement
instable. En p = po, une seconde bifurcation de Hopf se produit. Pour p > ps, I’équilibre 1 est de nouveau
linéairement stable. Les trajectoires asymptotiques tracées sur la figure sont obtenues en calculant les so-
lutions de problemes de Cauchy avec des conditions initiales qui sont de petites perturbations aléatoires
de I’équilibre 1 puis en tronquant pour ne garder que les derniers 10% de chaque trajectoire. La trajectoire
de plus grande amplitude, en rouge, est associée a un p € (y1, po), g = ps, pour lequel I'équilibre 1 est
instable. La trajectoire asymptotique semble étre un cycle limite localement asymptotiquement stable.
Les 9 autres trajectoires sont associées a des valeurs strictement croissantes de p > po. Bien que 1 soit de
nouveau linéairement stable, 5 trajectoires asymptotiques ne sont pas confondues avec 1 mais semblent
étre des perturbations continues du cycle limite localement asymptotiquement stable. On observe donc
des régimes bistables pour ces 5 valeurs de p > ps, p =~ po, dans lesquels a la fois ’équilibre 1 et le cycle
limite issu de la bifurcation de Hopf en p = p3 sont localement asymptotiquement stables.
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En outre, sur la base de simulations numériques présentées Figure 2.6, nous avons avancé la conjec-

ture de bistabilité suivante.

Conjecture 2.2.3 (COVILLE et GIRARDIN 2025). [l existe un choiz de paramétres de (2.46) avec N = 3 tel
que u* est localement asymptotiquement stable mais pas globalement asymptotiquement stable. L’ensemble
w-limite contient également un cycle limite localement asymptotiquement stable.

De plus, M peut étre choisie symétrique.

Je mentionne en complément une conjecture antérieure a notre collaboration et toujours ouverte. Bien
que l'article dont elle est issue soit un article d’algebre linéaire aux motivations différentes, elle peut étre

reformulée dans notre contexte comme suit.

Conjecture 2.2.4 (BIERKENS et A. RAN 2014, Conjecture 2.16). Supposons que M est symétrique.

Alors u* est localement asymptotiquement stable.

La symétrie déterminante serait donc celle de M et non pas celle de M.

2.2.5 Conséquences

Biologiquement, ces résultats indiquent que méme quand la sensibilité a la compétition et la
pression de compétition exercée peuvent étre séparées, les fluctuations dans les pyramides
des ages, dans les distributions phénotypiques, etc., peuvent ne pas étre seulement transi-
toires. Ils indiquent également que le noyau tueur et le noyau victime de RESS, TRAULSEN et PICHUGIN
2022, qui correspondent & h =1 ou k =1, jouent des roles tres particuliers pour lesquels il est plus facile
de garantir la stabilité de 1’équilibre.

Pour comprendre comment les bifurcations de Hopf du systéeme d’équations différentielles ordinaires
non local en classe (2.46) impactent le systéme d’équations de réaction-diffusion non local en classe et
local en espace (2.2), la méthodologie que j’ai exposée pendant mon postdoctorat dans GIRARDIN 2019¢
peut étre suivie de nouveau. Cela renouvele 'intérét de travailler sur les questions laissées ouvertes en
2019, en particulier la confirmation rigoureuse des prédictions de SHERRATT 1998 sur comment un train

d’onde périodique envahit I’équilibre 1 qui lui-méme envahit I’équilibre 0 & vitesse c*.

2.3 Une équation de mutation-sélection-dispersion avec effet Al-

lee évolutif

Les modeles de population structurée présentés jusque la supposent une croissance logistique de la
population, c’est-a-dire une croissance exponentielle a faible densité mais limitée ensuite par des effets
de compétition non linéaire entre individus. Mais il existe bien d’autres modeles de croissance de popula-
tion, en particulier pour rendre compte d’effets non linéaires positifs pour la croissance de la population
(reproduction sexuée, coopération pour ’éducation des nouveaux-nés ou pour la défense du groupe, etc.).
En écologie, un phénomene de rétroaction strictement positive entre la densité de population u et le taux
de croissance f(u)/u a faible densité (au voisinage de u = 0) est appelé effet Allee (COURCHAMP, BEREC
et GASCOIGNE 2008). Le dernier travail que je vais présenter dans ce chapitre porte ainsi sur un modele
de population structurée avec effet Allee, dans lequel les différentes classes de la population sont soumises

a des effets Allee de plus ou moins forte intensité.
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2.3.1 Etat de I’art : modéles spatialisés de population a effet Allee homogéne

et classifications des équations scalaires

Je commence par revenir brievement sur les équations de réaction-diffusion scalaires modélisant des
dynamiques de population a effet Allee qui négligent toute hétérogénéité dans la composition interne de
la population.

Dans le Chapitre 1, pour présenter la dichotomie entre fronts tirés et fronts poussés, je me suis appuyé
sur deux équations particuliéres, I’équation de Fisher-KPP (3) et I’équation cubique dégénérée (1.25).
La premiére modélise une population & croissance logistique, donc sans effet Allee (le taux de croissance
f(uw)/u = r(1—u) est strictement décroissant dans (0, 1)), 14 ot la seconde modélise une population soumise
a un effet Allee faible : le taux de croissance f(u)/u =ru(l —u) est strictement croissant au voisinage

de 0 mais ne prend pas de valeurs strictement négatives dans (0, 1).

Considérons maintenant ’équation cubique
du — doyxu =ru(l —u)(u—0) (2.67)

avec 0 € (0,1). Le taux de croissance r(1 —u)(u — 0) prend des valeurs strictement négatives dans (0, 6).
L’écologie parle alors d’effet Allee fort. Par simple comparaison avec I’équation différentielle ordinaire
u = ru(l — u)(u — 0), toute condition initiale ujy; € C(R, [0,0)) engendrera une solution u de ’équation
de réaction-diffusion qui convergera uniformément en espace et exponentiellement en temps vers 0. Au
contraire, toute condition initiale & valeurs dans (6, 1] donnera lieu & une convergence uniforme et expo-
nentielle vers 1. Plus délicates, les conditions initiales u;j,; positives a support compact dont le maximum
excede 0 donnent lieu & un front d’invasion a vitesse ¢* > 0 si 0 < % et si 'exces max (0, ujn; — 0) est
suffisamment grand, en un sens que je ne précise pas ici (essentiellement, en norme L), et donnent lieu
au contraire a une extinction uniforme si % < 0 ou si 'exceés max(0, uj; — 0) est trop petit. Le parameétre
0 joue donc un role de seuil pour la survie de la population. L’existence d’un tel seuil caractérise les effets
Allee forts.

Il est de commune mesure de considérer (2.67) pour des valeurs de 6 plus générales. Si 6 > 1, alors les
roles de 0 et 1 sont échangeables; on peut donc se limiter & 6 < 1. Il s’ensuit la classification suivante :
si 0 < 0 < 1, 'équation est a effet Allee fort; si —1 < 8 < 0, I’équation est a effet Allee faible; si 8 < -1,
I’équation n’a plus d’effet Allee (en effet le taux de croissance r(1—u)(u—0) devient strictement décroissant
et strictement positif dans (0, 1)).

Cette classification est plus fine que celle par présence ou absence de détente ultrasensible. Celle-ci
est présente si 0 < 0 et absente si 0 < 6 < 1.

Une autre classification possible s’appuie sur la distinction entre terme de réaction monostable
et terme de réaction bistable. Cette dénomination renvoie & la stabilité locale asymptotique des
équilibres 0, 1 et éventuellement 0 € (0, 1) pour I’équation différentielle ordinaire @ = ru(1 —u)(u —0). Les

termes de réaction sont bistables si 0 < 8 < 1 et monostables si 6 < 0.

Cette classification par stabilité des équilibres peut sembler coincider avec celle en terme de détente
ultrasensible mais une subtilité mérite d’étre soulignée : '’équation d,u — dAu = ru'*?(1 — u) posée sur
I’espace euclidien R" avec np > 2 est monostable mais sans détente ultrasensible. Plus précisément, pour
une telle équation, toute condition initiale a support compact trop petite donne lieu & une solution
qui s’éteint uniformément en espace. Ce phénomene d’extinction est une conséquence des résultats de
FuJita 1966 sur lesquels je ne m’étendrai pas plus dans ce mémoire. Pour I’équation cubique (2.67), il

faut retenir que la classification par stabilité et celle par détente ultrasensible coincident si 6 # 0 et, en
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0<-1 -1<0<-1/2 | -1/2<60<0 0<6<1/2 1/2<60<1
Effet Allee absent faible faible fort fort
Détente ultrasensible oui oui oui non non
Stabilités monostable monostable monostable bistable bistable
Probleme de Cauchy | front tiré front tiré front poussé | front poussé s.e.s. | extinction
Ondes progressives c>c* c>c* c>c* c=c* c=c*

TABLE 2.1 — Classifications possibles des équations de réaction-diffusion cubiques unidimensionnelles de
la forme (2.67). Probleme de Cauchy : & condition initiale & support compact. Abréviation s.e.s. : si exces
max (0, uin; — 0) suffisant. La vitesse ¢* est donnée par la formule (2.69).

0 =0, elles coincident si et seulement si la dimension spatiale est n = 1. En dimension n > 2, le cas 8 =0
correspond a une forme d’effet Allee fort non linéaire : le taux de croissance u(1 —u) ne prend certes pas
de valeurs strictement négatives mais pour autant toute densité de population suffisamment petite est

vouée a l'extinction.

Ces classifications ne recoupent pas celle par nature tirée ou poussée des fronts d’invasion issus
de conditions initiales & support compact. La vitesse déterminée linéairement pour (2.67) est ¢y, =
2y/rdmax(=6,0). En suivant HADELER et ROTHE 1975 ; STOKES 1976 ; UcHIYAMA 1978, il apparait que
les fronts d’invasion sont tirés si 0 < —35, poussés si —% <0<3 L (dans l'intervalle 0 < 6 < % iln'y a de
front d’invasion que si I’exces initial maX(O, Uinj — 0) est suf'l"isant)7 et qu’il n’y a pas de front d’invasion
issu d’une condition initiale & support compact si % < 6 < 1. Plus précisément, la vitesse asymptotique

de propagation ¢* des solutions issues de conditions initiales & support compact satisfait :

¢ =infdc>0]| lim sup |u(t,x)|=0
t—+0o0 |x|>ct
=supic>0]| lim sup |u(t,x)—1| =
t—too |x|<ct (268)
1
— d < ——
r si %
\/ (1—26) s1——<0<—

Il est également possible de classifier selon I'existence d’ondes progressives u(t,x) = p(x—ct) avec p’ < 0
et avec les conditions aux limites p(—o0) =1 et p(+00) = 0. Cette classification recoupe la classification
selon la stabilité des équilibres : pour les termes de réaction monostables, il existe une onde progressive a
vitesse ¢ si et seulement si ¢ > ¢*, et alors le profil est unique a translation prés; mais pour les termes de
réaction bistables, il existe une onde progressive & vitesse c si et seulement si ¢ = ¢*, et alors le profil est
unique & translation pres. Pour les ondes progressives, la formule (2.68) pour la vitesse ¢* se prolonge &
lintervalle 8 € [2, 1):
sif< —1,
2
(2.69)

si ——<6<1

vV-rdo
\/7(1 - 20)

Le signe de ¢* est donc celui de 1 — 20 et, quand 6 > 1/2, 'onde progressive modélise un reflux de la

population plutét qu’une invasion.
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Ces différentes classifications sont résumées sur la Table 2.1. J’ai insisté délibérément sur ce qui
distingue les classifications pour lever toute ambigiiité sur mon usage du vocabulaire standard et pour
préparer la suite de cette section. Je rappelle également que les systémes de Fisher-KPP que j’ai pré-
sentés ci-dessus ne devraient pas étre appelés monostables sans plus de précaution (voir par exemple le
cas de bistabilité présenté Figure 2.6). De maniére générale, pour des populations structurées dont le
comportement en temps long est incertain, j’évite la terminologie monostable ou bistable et je privilégie

les caractérisations par effet Allee, détente ultrasensible ou front d’invasion tiré ou poussé.

2.3.2 Un effet Allee évolutif

Pour I'équation cubique étudiée ci-dessus, 'effet Allee, fort, faible ou inexistant, est une donnée
fixe. Mais il peut paraitre naturel de s’interroger sur la dynamique évolutive de ce phénomeéne : sous
quelles conditions environnementales son émergence et sa fixation, ou au contraire sa disparition, sont-
elles favorisées ? Plus concrétement, qu’est-ce qui a permis ’émergence de la reproduction sexuée? des
comportements altruistes 7 des modes de vie sociaux ?

Il s’agit 1a de questions vastes, complexes et d’importance considérable pour la biologie évolutive, qui
ne peuvent étre résolues par la seule modélisation mathématique. Mais la modélisation mathématique
peut apporter un éclairage intéressant sur les dynamiques de mutation-sélection-dispersion. En
effet, des modeles voisins dans lesquels le trait évolutif n’est pas l'effet Allee mais le taux de dispersion
ont connu ces derniéres années un succes certain (je renvoie d’une part a l'article précurseur DOCKERY,
HuTsoN, MISCHAIKOW et PERNAROWSKI 1998 et d’autre part a la récente monographie de B. PHILLIPS
2025, qui traite notamment de I’équation dite des crapauds-buffles dont ’étude a démarré avec BENICHOU,
CALVEZ, MEUNIER et VOITURIEZ 2012 ; BOUIN, CALVEZ et al. 2012).

Cette observation a motivé la collaboration ALFARO, GIRARDIN, HAMEL et ROQUES 2021 dans laquelle

nous avons étudié le probleme de Cauchy suivant :

o1t = doxxu + adgou + u(p — 0)(1 — p) dans R™ X R X (Omin, Omax)
Bmax
(t,x) =/ u(t,x,0)do pour (t,x) € R** xR,
p Ormin (2.70)
dgu(t, x, Omin) = dpu(t, X, Omax) =0 pour (t,x) € R** xR,
U(O, ° ) = Uinj € CC(R X [Gmin, emax]’ R+)-

Les parameétres d (taux de diffusion) et a (taux de mutation) sont strictement positifs tandis que —oo <
Omin < Omax < 1. La densité de population u(t,x, 6) est la densité du phénotype 0, qui est ici un trait
continu lié linéairement & l'effet Allee. La densité p(t, x) est la densité totale de la population structurée.

L’équation non locale de la premiére ligne de (2.70) n’est pas monotone et ne satisfait pas de
principe de comparaison. Pour I’analyser, il s’agit essentiellement, comme pour les systémes de type
Fisher-KPP, de se ramener a des situations plus favorables ou le principe de comparaison est

bien satisfait.

2.3.3 Régimes d’extinction ou de persistance

Nous avons été en mesure de démontrer une multitude de régimes d’extinction ou de persis-
tance différents, en fonction de Oin, Omax et du signe de la valeur propre principale A; de 'opérateur
—a% + 6 avec conditions de Neumann, correspondant a 1'opérateur linéarisé en u = 0, 9; — ddyy — €dgg + 0,

restreint a des fonctions de la variable phénotypique 6 seulement.
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La valeur propre principale dépend elle-méme des parametres Omin, Omax €t @. En particulier, I’ap-
plication @ € R** > A1 est concave, strictement croissante et son image est U'intervalle (Omin, Omoy), Ol

Omoy = % (Omin + Bmax)- Le signe de A; est donc indépendant de a dés que 0 € (Omin, Omoy)-

Quand A; < 0, I'état stationnaire u = 0 est instable par rapport aux perturbations dépendantes
de 0 seulement. On s’attend donc a des résultats proches des résultats classiques pour les équations
de réaction-diffusion monostables. Nous sommes parvenus & montrer que les solutions du probleme de
Cauchy sont toutes asymptotiquement persistantes, au sens de limsup,_, . Sup(yg) u(t,x,0) > 0. La
démonstration utilise une inégalité de Harnack pour ramener I’équation non locale a une équation locale
sur u, & la maniére de BOoulN, HENDERSON et RyzHIK 2017 (le présent mémoire privilégie ’ordre croissant
de complexité a I'ordre chronologique ; dans les faits, 1'utilisation de 'inégalité de Harnack pour traiter
(2.70) a précédé et inspiré celle pour (2.2) dans GIRARDIN 2025 ; GIRARDIN et NADIN sous presse), ainsi
qu'une construction de sous-solution & partir de A; et de sa fonction propre associée. La propriété de
persistance peut ensuite étre renforcée progressivement jusqu’a devenir, sous 'hypothese supplémentaire
Omax < 0, une véritable convergence en temps long, localement uniformément, de u vers 1/(0max — Omin)

(et, par conséquent, de p vers 1).

Quand A; =0, 'instabilité et la persistance asymptotique du cas A; < 0 restent vraies. La démonstra-
tion utilise de nouveau I'inégalité de Harnack et une construction de sous-solution, mais cette derniere est
différente et mobilise les résultats d’explosion pour I’équation de la chaleur semilinéaire 9,0 — doy v = vP*!
de FuJita 1966.

Enfin, quand A; > 0, I’état stationnaire u = 0 est stable (toujours par rapport aux perturbations dépen-
dantes de 0 seulement), et cela complique considérablement le probléme en le rapprochant d’un probléme
avec effet Allee fort. Dans ce régime, nous sommes parvenus a démontrer que les petites conditions ini-
tiales ujn; conduisent toujours a une extinction asymptotique. La démonstration utilise une construction
de sur-solution, de nouveau a partir du probleme spectral associé, et un argument original permettant de
contourner ’absence de principe de comparaison. En outre, quand 0p,i, > %, cette extinction est en fait
systématique indépendamment de la condition initiale. Cette propriété est elle aussi démontrée a 'aide
d’une construction de sur-solution et d’un argument ad hoc, cette fois-ci en travaillant sur I’équation

obtenue apres intégration de I’équation sur u,

0
_ _ max 9 t 9
dip =ddyxp +p (p - 9) (1-p), avecO:(t,x) eR*" xR / Md0. (2.71)

Omin p ( t’ x)

La quantité 6(t,x) est le phénotype moyen de la population a l'instant ¢ au lieu x. De plus, en étudiant

2
1 1 Lz((gminyemax))7
est aussi vraie si Opin < 3, Omoy > 35 et a est assez grand. Enfin, en dehors de ces régimes d’extinction

I’énergie H 91, c’est-a-dire la quantité %HaguH nous montrons que cette extinction systématique
systématique, la persistance des solutions dont la condition initiale est suffisamment large est un probléme
que nous n’avons pu résoudre que sous la condition supplémentaire 0p,o, < % et seulement pour certaines
conditions initiales, a I'aide de I'inégalité intégrale de Tchebychev. Des simulations numériques permettent
cependant de conjecturer avec confiance que la propriété de persistance reste vraie sans ces derniéres

restrictions.

Ces résultats sont résumés informellement sur la Table 2.2 et plus précisément dans le théoreme

suivant.

Théoréme 2.3.1 (ALFARO, GIRARDIN, HAMEL et ROQUES 2021). Soit u la solution de (2.70). Soit Ay

la valeur propre principale de l’opérateur —a;—; + 0 avec conditions de Neumann au bord de (Omin, Omax)-
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<0

A1 > 0 et soit Opin > %,

soit Omin < % < Omoy et a > a*

A1 > 0 et soit Omoy < %,

Soit Omin < % < Omoy et a < a*

Persistance | Détente ultrasensible

Jamais

Sous condition si Oy < %

Extinction Jamais

Inconditionnelle

Sous condition

TABLE 2.2 — Résumé des résultats de ALFARO, GIRARDIN, HAMEL et ROQUES 2021. La conditionnalité
porte sur la condition initiale uj,;. La détente ultrasensible est synonyme de persistance inconditionnelle.
11 est conjecturé qu’il y a persistance conditionnée si Oy = % ou sl Opin < % < Omoy et a < a*, deux cas
dans lesquels 17 > 0.

Si Ay <0, alors

lim sup sup u(t,x,0) >0 (2.72)
t—+o0 (X:G)ERX(Qminyemax)
et, si en plus Omax < 0, alors
. 1
lim sup u(t,x,0) — =0 pour tout R > 0. (2.73)
1=+ (3 0) € (=R R) X (Omin,Omax) Omax — Omin

Si A1 > 0, alors il existe une constante C > 0, dépendante seulement de o, Omin et Omax, telle que si

sup uini(x, 0) < C,
(X,e) eRx (eminsamax)

(2.74)

alors

lim sup sup u(t,x,0) = 0. (2.75)

t—+00 (st)ERX(eminyemax)
St Omin > l, on peut choisir C = +oo. En outre, si Opin < L b0 , alors quelle que soit M > 0, il existe
2 2 y
ay > 0 telle que, si a > ay; et

sup Uini(x,0) < M,
(X,Q)ERX(emms‘gmax)

(2.76)

alors (2.75) est encore vraie.

Enfin, si A1 > 0 et Omoy < 1

5, alors il existe des choiz de uin; tel que (2.73) est encore vraie.

Ce modele produit des situations de sauvetage évolutif ot une population initialement soumise a un
effet Allee trop fort pour sa survie est en fait sauvée par les mutations. Mais le modele peut aussi produire
des situations appelées mutagénése létale ou mutabilité catastrophique en virologie : une population
s’éteint alors qu’elle survivrait avec un plus faible taux de mutation. Par exemple, si Opnin = —%L, Omax = %
et ujn; est petite en taille et concentrée autour d’un 6;,;, alors si 0i,; > 0 et « est si petit que A1 < 0, elle
bénéficie d’un sauvetage évolutif, mais si 0i,; < 0,  est si grand que A1 > 0 et sup, g uini(x, 0) < C, alors

elle subit une mutagénese létale.

2.3.4 Conséquences

Notre article avait annoncé I'intention d’une suite, dédiée aux fronts d’invasion pour (2.70). Un enjeu
particuliérement intéressant est d’identifier des transitions entre fronts poussés et fronts tirés (Erm
et B. L. PHILLIPS 2020) ainsi que des phénomeénes de tri spatial (B. L. PHILLIPS et PERKINS 2019). Pres
de la capacité de charge p =1, le terme de réaction u(1 — p)(p — 6) laisse place au processus de diffusion

qui conduit & une distribution phénotypique uniforme entre G, et Onax. Mais les petites densités de
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population sont par contre poussées & se concentrer autour du trait le plus favorable, 6 = 6p,i,. Une
conjecture naturelle est donc que les fronts d’invasion pour u(1 — p)(p — ) seront tirés si Opin < —%, au
moins si le taux de mutation « est assez petit. Quand i, > —%, la situation est bien moins intuitive et
rappelle HAMEL 1997.

Le terme de réaction u(1 — p)(p — 0) a été choisi pour sa commodité analytique plus que pour sa
vraisemblance biologique. Comme expliqué dans ALFARO, GIRARDIN, HAMEL et ROQUES 2021, un terme
de réaction plus réaliste mais encore analytiquement manipulable pourrait prendre la forme r(y)u(p —
0(y))(1 — p) avec un trait phénotypique y. Un tel modele permettrait d’étudier des compromis entre
taux de croissance et effet Allee et en particulier des situations ou le trait le plus favorable n’est
plus Omin. Le processus évolutif pourrait alors intensifier 'effet Allee méme dans les petites densités de
population et produire des fronts poussés malgré O,;, < —%. Pour que le sillage du front d’invasion ne
soit pas phénotypiquement homogénéisé et soit au contraire le lieu d’une sélection de certaines valeurs
de 0, un terme de réaction de la forme u(p — 0(y))(r(y) — p) serait toutefois plus approprié.

Dans ce travail, 'effet Allee est une caractéristique intrinseque de ’espece, indépendante des autres
especes environnantes. Un point de vue moins classique, mais qui trouve parfaitement sa place dans
ce mémoire, consiste a envisager I'effet Allee comme une conséquence d’interactions écosysté-
miques (COURCHAMP, BEREC et GASCOIGNE 2008). Par exemple, j’ai rappelé dans le Chapitre 1 que
les fronts d’invasion du systéme de compétition-diffusion de Lotka-Volterra & deux espéces (4) qui dé-
crivent I'invasion de ’équilibre (u,v) = (0,1) par I’équilibre (1,0) peuvent étre poussés. Un changement
de variable standard permet de voir le profil monotone de I’espéce v comme une fonction décroissante du
profil monotone de 'espéce u, ce qui permet ensuite de voir le terme de réaction u(1 — u — av) comme
une fonction découplée u(1 —u — af(u)) qui peut effectivement comporter un effet Allee faible et, dans
certains cas, produire des fronts poussés. De la méme maniére, dans un systéme proie-prédateur, les ré-
ponses fonctionnelles de Holling du deuxieme type ou du troisieme type produisent chez 1’espéce proie un
effet Allee. En effet, elles modélisent des situations dans lesquelles la quantité de proies consommées par
les prédateurs finit par saturer en présence de trop nombreuses proies. Ces réponses fonctionnelles pro-
duisent donc des écosystemes dans lesquels les proies ont intérét a vivre en grands groupes pour limiter la
pression de prédation sur chaque individu. Ecrire et analyser des systémes d’équations de mutation-
sélection-dispersion capables de sélectionner spontanément ces effets Allee écosystémiques

est une perspective originale.
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Chapitre
Le forcage génétique

Gone are the days when life was shaped

exclusively by the plodding forces of

evolution. !

Jennifer Doudna, co-récipiendaire du prix
Nobel de chimie en 2020 pour la mise au
point de I’édition génomique CRISPR-Cas9

A Crack in Creation

Pendant mes années postdoctorales j’ai participé a une collaboration avec la biologiste F. Débarre sur
la modélisation mathématique du forgage génétique. Ce chapitre revient sur cette collaboration

puis présente les approfondissements proposés dans la these de L. Klay.

3.1 Contextualisation biologique

Le forgage génétique est, de maniére abstraite générale, une méthode d’ingénierie génétique
qui augmente la probabilité qu’un certain alléle soit transmis a la descendance. La forme
concrete qui est étudiée aujourd’hui par les biologistes repose sur CRISPR-Cas9 et augmente chez les
espeéces diploides la probabilité & prés de 100% (ESVELT, SMIDLER, CATTERUCCIA et CHURCH 2014). Un
individu hétérozygote, porteur de ’alléle forcé et d’un alléle sauvage, transmettra donc presque toujours
lallele forcé au lieu de transmettre chacun des deux alléles avec une probabilité proche de 50%. Ce biais
peut, sous certaines conditions, conduire apres quelques générations a la fixation dans une population
d’un allele pourtant associé a un désavantage sélectif. Ce désavantage sélectif peut méme entrainer, dans
certains cas extrémes, 'extinction de la population ciblée. Ce faisant, cette technologie contourne les
principes fondamentaux de la génétique mendélienne et pose des questions de génétique des populations
et de biologie évolutive porteuses d’une forte composante mathématique.

Cette technologie, utilisée sur des espéces a cycle de vie tres court (moustiques, rats, etc.) afin que
la fixation soit rapide, pourrait permettre des avancées considérables pour la santé publique, en aidant
a lutter contre des épidémies de maladie vectorielle ou contre des espéces invasives. Elle est notamment
régulierement évoquée pour la lutte contre la malaria (RODE et al. 2019). Mais elle pourrait aussi trouver

un usage plus inquiétant comme arme de destruction massive (CLAPPER 2016). En outre, la difficulté

1. L’époque ou la vie était uniquement faconnée par les pesantes forces de I’évolution est désormais révolue.
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Chapitre 3. Le forcage génétique

. . Réparation de
Ciseaux a ADN I’ADN dirigée
CRISPR-Cas9 l par homologie

F1GURE 3.1 — Schématisation du forgage génétique par CRISPR-Cas9 a I’échelle des chromosomes. L allele
sauvage est représenté en vert, la cassette du géne forcé en bleu. La cassette du géne forcé contient un
gene qui code un ARNg capable de reconnaitre la séquence d’ADN de l’allele sauvage, un geéne qui code
la protéine Cas9 qui coupe l'alléle sauvage reconnu par ’ARNg, 'allele forcé lui-méme, ainsi que des
séquences flanquantes. L’ensemble de la cassette est dupliqué par réparation dirigée par homologie, puis
transmis a la descendance.

a évaluer les risques (de la génétique du développement jusqu’a ’écologie évolutive : mutations de la
séquence ADN ciblée, développement de résistances, transfert horizontal inter-espeéces, perturbations
d’écosystemes, etc.) et a écarter toute possibilité de catastrophe explique qu’aucun lacher réel n’a encore
eu lieu. Les simulations numériques « in silico », et plus largement la modélisation mathématique, sont

donc actuellement indispensables pour appréhender le forgage génétique a grande échelle spatiotemporelle.

3.2 L’impact de la rétroaction démographique

En 2020 puis 2021, F. Débarre et moi-méme avons finalisé et publié I’article GIRARDIN et DEBARRE
2021 sur un modele de réaction-diffusion permettant d’analyser la propagation dans 1’espace d’un
allele forcé au sein d’une population ayant, a ’état sauvage, une dynamique spatiotemporelle déter-
ministe bien comprise de type Fisher-KPP. En particulier, il s’agissait de répondre a la question suivante :
quand ['allele forcé a un désavantage sélectif qui entraine la chute de la taille de la population, comment
le gradient de taille de population impacte-t-il en retour la propagation spatiale? Le flux
démographique induit, qui contrarie la propagation de ’allele forcé, peut-il étre si fort qu’il empéche cette

propagation ?

3.2.1 Etat de l’art

Ce rdle du flux démographique avait été jusque la mis de coté par la littérature sur la modélisation
biomathématique du forcage génétique. En particulier, le premier modele de réaction-diffusion, proposé
dans TANAKA, STONE et NELSON 2017, prenait la forme suivante :

sp(1-p) (p— 21)
1-s+s(l-p)2 ~°

Op — Oxxp = (3.1)

ou p(t,x) € [0,1] est la proportion allélique de 1’alléle forcé dans la population au temps ¢ et au lieu x et
s € [0,1] est le désavantage sélectif phénotypique conféré par ’alléle forcé aux individus homozygotes qui

le portent. Cette équation ne dépend donc pas de la densité de la population en (t,x) et, en examinant
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0<s<1/4 1/4 <s<s s1<s<1/2 1/2 <s < s s2<s<1
« Effet Allee » absent faible faible fort fort
Détente ultrasensible oui oui oui non non
Stabilités monostable monostable monostable bistable bistable
Probleme de Cauchy front tiré front tiré front poussé | front poussé s.e.s. | extinction
Ondes progressives c>c* c>c* c>c* c=c*>0 c=c*<0
F=2V1—-2s | ¢*=2V1—-2s | ¢* >2V1-2s

TABLE 3.1 — Classifications des équations de réaction-diffusion de la forme (3.1). Les valeurs s; (seuil
entre les fronts monostables tirés et poussés) et so (seuil entre les fronts bistables de vitesse strictement
positive et de vitesse strictement négative) peuvent étre estimées numériquement : s; =~ 0.35, sy =~ 0.70.
« Effet Allee » : j’emploie improprement le nom du phénomene écologique présenté au Chapitre 2 pour
désigner de nouveau, dans un contexte purement génétique, la possible croissance du taux d’accroissement
prs(l-p) (p—22L) /(1 -s+s(1-p)?). Probleme de Cauchy : & condition initiale & support compact.
Abréviation s.e.s. : si exces max (0, pini — 233_1) suffisant. L’intervalle s € (1/2, s2) correspond a l'intervalle
des genes forcés « viables » et « responsables » : ils peuvent se fixer et se propager mais pas apreés une

petite introduction accidentelle.

la dérivation de I’équation, il apparait que la taille de population est effectivement supposée constante.
Cette équation suit des classifications familiéres et proches de celles connues pour ’équation de réaction-
diffusion cubique (2.67), résumées sur la Table 3.1.

Le couplage entre composition génétique de la population et taille de la population était par contre
pris en compte de longue date dans d’autres contextes, par exemple dans BARTON 1986 pour 1’étude des
zones hybrides.

De ce point de vue, notre article visait donc a établir un pont entre ces littératures et a proposer pour le
forgage génétique des classifications dépendant tant de caractéristiques évolutives que de caractéristiques

écologiques.

3.2.2 Modélisation

Nous nous donnons une population diploide, & reproduction sexuée, évoluant dans un espace unidimen-
sionnel, soumise & une croissance logistique avec des générations chevauchantes et un nombre d’individus
tendant vers 'infini de sorte que la population est correctement représentée par une densité fonction de
variables continues n(t,x). La distribution sexuée de la population est sans biais et il y a donc autant
de males que de femelles d’un génotype donné en (t,x). Le forcage génétique est caractérisé par une
conversion parfaite & 100% au plus tét dans le développement de 'embryon (cette hypothése garantit
Pabsence d’individus hétérozygotes dans la population) et un désavantage sélectif pour ’allele forcé. Les
deux génotypes existants sont donc DD et WW, ou D désigne l'allele forcé et W l’allele sauvage. Les
densités de population associées sont notées npp et nww, de sorte que n(t,x) = npp(t, x) + nww (¢, x).

Le systéme qui est obtenu en suivant la modélisation standard en biologie évolutive et génétique des
populations est a la fois fréquence-dépendant et densité-dépendant, ce qui peut paraitre original
et inattendu apres la lecture des chapitres précédents de ce mémoire ou tous les modeles étaient seule-
ment densité-dépendants. De plus le systeme obtenu differe — évidemment — des systemes classiques de la
génétique mendélienne. Ci-dessous, je donne donc une ébauche de justification, en supposant les événe-

ments indépendants et les probabilités uniformes sauf mention explicite du contraire. Bien évidemment
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ces hypotheéses peuvent étre remises en question, mais ce n’est pas 1’objet ici.

Notons r;;—j; le nombre moyen d’individus adultes du génotype jj descendants d’un parent ii par unité
de temps, (i, j) € {D, W}. Par forcage génétique, rpp—ww = 0. Calculons ryww—ww. Supposons d’abord
que l’allele forcé n’impacte pas les marches aléatoires des individus, et n’impacte donc pas le nombre
moyen 7 de rencontres utiles par unité de temps et par individu. Supposons également que le nombre
d’individus est suffisamment élevé partout pour que 7 soit homogeéne en temps et en espace : le nombre
de rencontres utiles n’est pas déterminé par le nombre de voisins, qui est excessivement suffisant, mais
par une capacité sociale de I'individu a rendre utiles des rencontres. Seuls des accouplements WW x WW
peuvent donner des descendants WW. Suivons un individu WW adulte. Le nombre moyen de rencontres

utiles qu’il vit avec un parent WW du sexe opposé par unité de temps est 7/2 multiplié par la fréquence

nw
n

dans la population du génotype WW, ¥ T,e nombre moyen de nouveaux-nés qui résultent d’une telle
rencontre est le produit des probabilités moyennes de fécondité de chaque individu, c’est-a-dire le carré
de la probabilité moyenne de fécondité des individus WW, notée fww, multiplié par la taille moyenne
d’une portée apreés un accouplement fécond de gametes W, notée yw4w- 1l faut enfin que les nouveaux-
nés deviennent adultes : le nombre moyen de tels succes est donné par la probabilité moyenne de survie
juvénile, noté www. Ainsi,

T "TWW

TWW-WW = 2 —
2 n

et, de la méme maniere et en supposant que les gametes maéles et femelles jouent des rdles symétriques

Bovw YW+ W OWW. (3.2)

et donc yw4p = yp+w,
T npp

r'WWoDD = §TﬁWWﬂDD)’W+D(0DD, (3.3)
T DD T nWW
"DD-DD = gTﬂ%D}’D+DwDD +3 BoD fWWYW+D@DD- (3.4)

En supposant désormais que le désavantage sélectif de 1’allele forcé impacte phénotypiquement seulement
la probabilité moyenne de survie juvénile, avec un pourcentage de déces juvéniles supplémentaires noté
s € (0,1), on peut écrire wpp = (1 — s)www et agréger toute la chaine %rﬂ%vaerwa)ww sous la
forme d’un nombre moyen de descendants adultes par individu au cours d’une unité de temps dans une
population purement homozygote WW, noté B. Sont ainsi obtenus les nombres moyens d’individus d’un

génotype donné, descendants d’une population n donnée :

_ _ ”%vw
r'WWoWWHIWW + 'DD>WWADD = r'WWoWWHWW = B, (3.5)
n]23D + 2nwwnpD
'"WW—o-DDAWW + 'DD-DDADD = " (1-5s)B. (3.6)

Quitte a changer I'unité de temps, le taux de mortalité par vieillissement, indépendant du génotype
au vu des hypotheses faites précédemment, vaut 1. De méme, le taux de diffusion vaut 1. Nous obtenons

ainsi le systéme de réaction-diffusion suivant :

2
n
WW

INWW — dxxhWw = ————— B — nww,

nww + npD

2

n + 2nwwnDD

DD

MDD — dxxNDD = B(1-s) - npp, (3.7)
nww + npp

npp(0,-) = nppini € C(R,R*) \ {0},
nww (0,) = nww.ini € C(R,RY) \ {0}.

Jusqu’ici, le modele est seulement fréquence-dépendant, et la croissance de la densité de population
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totale est exponentielle. Pour rendre compte des effets non linéaires de compétition qui limitent la crois-
sance de la densité de population totale et lui donnent une dynamique logistique, on rend ensuite B
dépendant de la densité totale de population n et décroissant en fonction de celle-ci.

En prenant npp = 0, il apparait que pour que nyww ait bien une croissance logistique a taux r > 0

avec un équilibre unitaire, il faut choisir B(n) =r(1 — n) + 1, ce qui donne finalement le modele suivant :

2

n
ANWW — dxnww = ———— (r (1 - (nww + npp)) + 1) — nww,
nww + npp
2
n + 2nWwWHnDD
dNDD — xDD = —22 (r (1= (nww +npp)) +1) (1 =) —npp, (3.8)
nww + npp

npp (0, ) = nppini € C(R,R¥) \ {0},
nww (0,-) = nww.ini € C(R,RY) \ {0}.

Il est ensuite possible de calculer une équation satisfaite par la fréquence allélique de D dans la

population, notée p = npp/n. Le systéme suivant, équivalent au précédent, est déduit :

2s —

1
Orp = Oxxp + 205 (Inn) oxp + (r(1 —n) + )sp(1 — p) (p - ) dans R™ x R,

atn=8xxn+n((1—s+s(1—p)2) (r(l-n)+1)-1) dans R™ xR, (3.9)

p(0,-) = pini € C(R, [0,1]) \ {0},
n(0,-) = nini € C(R,RY) \ {0}

La densité de population n(t, x) étant (par application standard du principe de comparaison) strictement
positive en tout (¢,x) € R*™* X R, les deux systémes équivalents sont au moins formellement bien posés.

Dans I’équation satisfaite par p, le terme du premier ordre 29y (In n) d,p est celui qui traduit I’'impact
du gradient de population sur la propagation du gene forcé. Ce terme pose des difficultés analytiques
importantes car, d’une part, sa bornitude n’est pas évidente au voisinage de n = 0 et, d’autre part,
ce couplage du premier ordre rend faux en général le principe de comparaison quelles que soient les
monotonies des termes de réaction.

La substitution p = 0 conduit & une équation de Fisher-KPP 9;n — dxxn = rn(1 — n) pour la densité de
population n. De méme, la substitution p = 1 conduit a I’équation o;n—dxxn =n(r (1 —s) —s—r (1 —s)n).
L’équilibre d’une densité de population homozygote porteuse de I’alléle forcé vaut donc max (O, 1- ﬁ)
Quand 1 - r(ls_—s) <0, le désavantage sélectif est si fort que la population porteuse de I’alléle forcé n’a pas

d’équilibre strictement positif : elle est destinée a s’éteindre.

3.2.3 Un critere pour mesurer 'impact de la rétroaction : le signe de la

vitesse d’invasion

Notre approche du probléme a consisté a étudier le signe de la vitesse minimale ¢* des ondes
progressives (p,n)(t,x) = (P, N)(x—c*t) connectant de maniére monotone ’état stationnaire homozygote
sauvage (P,N)(—o0) = (0,1) a I’état stationnaire homozygote forcé (P, N)(+o0) = (1, max (O, 1- ﬁ))
11 parait probable, en cohérence avec la littérature sur les équations et systémes de réaction-diffusion (voir
les Chapitres 1 et 2), que cette vitesse minimale coincide avec la vitesse asymptotique de propaga-
tion pour des conditions initiales de la forme pini(x) = H(x — xp) et nini = H(xp — x), H étant la fonction
de Heaviside (remarquons que ces conditions initiales sont biologiquement étranges puisque le support de

pini devrait en toute rigueur étre inclus dans celui de nj,j ; cependant cela n’implique pas nécessairement
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qu’elles soient inadmissibles mathématiquement, et de plus remplacer nj,; par une fonction positive par-
tout, convergente vers 1 en —oo, et convergente vers 0 en +co avec une décroissance suffisamment forte,
par exemple gaussienne, devrait conduire aux mémes conclusions). Le signe de cette vitesse, si tant est
que celle-ci soit bien définie et soit effectivement a la fois la vitesse asymptotique de propagation et la
vitesse minimale des ondes progressives, indique donc si l'allele forcé parvient & envahir la population
sauvage établie (¢* < 0), ou bien si au contraire il est refoulé a cause d’un désavantage sélectif et d’un

flux démographique excessifs (¢* > 0).

Le caractére bien posé du probleme de Cauchy (3.9) avec de telles conditions initiales et la conver-
gence en temps long des solutions vers des ondes progressives de vitesse minimale sont deux questions
manifestement difficiles, du fait notamment du terme de couplage 29, (Inn)d,p. Cependant, nos simula-
tions numériques préliminaires ne faisaient état d’aucune difficulté, explosion ou irrégularité. Nous avons
donc fait le choix de laisser de co6té ces deux questions, d’intérét moindre pour les biologistes, pour nous

concentrer directement sur la vitesse d’invasion putative.

Une onde progressive est appelée onde d’éradication si (P,N) = (1,0) envahit (0,1); onde de
suppression si (P,N) = (1,1 - r(ls_—s)) envahit (0,1) avec 1 > ﬁ; et si au contraire 1’état invasif est

(0,1), alors le forgage génétique n’est pas viable.

Pour étudier le signe de la vitesse, nous avons combiné des simulations numériques pour produire
la carte de chaleur représentée Figure 3.2 et diverses méthodes analytiques : linéarisation exponentielle
a lavant du front, sur-solutions utilisant le signe du terme couplé du premier ordre —2(N’/N)P’; et
relation bijective entre x — ¢*t et P(x — c*t) permettant d’écrire N = (N o P~1)(P) (ot o désigne la
composition de fonctions) puis intégration par parties de I’équation différentielle ordinaire sur P multipliée
par ((N o P71)(P))? (une idée remarquable due & NADIN, STRUGAREK et VAUCHELET 2018). Quand

P(+00) =1, cette intégration par parties permet d’aboutir & la formule suivante :

2s—1

1
sign(c*) = sign (— / (N o P™) (p)* (r (1= (N o P (p)) +1) ps (1= p) (p - ) dp) . (3.10)
0
Le signe de droite est en général difficile a identifier mais nous sommes parvenus a le clarifier sous certaines
conditions. L’ensemble de ces méthodes analytiques a permis de confirmer rigoureusement les résultats
des simulations numériques dans une large gamme de parametres, confirmations réunies dans le théoreme

suivant.

Théoréme 3.2.1 (GIRARDIN et DEBARRE 2021). Supposons que le systéme (3.9) admet une solution
ayant la forme d’une onde progressive (p,n)(t,x) = (P,N)(x — ct) avec c € R, N € C*(R) strictement

décroissante, P € C2(R) strictement croissante et lim_.(P,N) = (0,1).

Alors :
1. ¢<0 si:

(a) s<i;

(b) s € [%%], r> 7=, (P,N) converge en +co vers (1% (r—1%)) et

-1
1 252113 1/4
42r2( : ) 1- Ls)g >0 ; (3.11)
1=s 2 - 3s + (21
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12 :

10

0 I
0.3 0.4

FIGURE 3.2 — Simulation numérique des valeurs de la vitesse de propagation asymptotique ¢* dans le plan
(s,r) pour le systéme (3.9) avec conditions initiales pini(x) = H(x) et nini = H(—x), H étant la fonction
de Heaviside ; la simulation exécute et répete avec Octave (EATON, BATEMAN, HAUBERG et WEHBRING
2019) un schéma aux différences finies semi-implicite pour compléter progressivement la carte de chaleur.
Les solutions prennent asymptotiquement la forme d’ondes progressives. La ligne de niveau 0 est en
pointillés, ¢* < 0 correspond & une invasion de 'alléle forcé, ¢* > 0 correspond & une invasion de l’allele
sauvage (forgage génétique non viable). La droite verticale en s = 0.5 est la frontiére & droite du régime de

monostabilité {s < %} La courbe pleine strictement convexe, d’équation r = 12, est la frontiere supérieure

de la zone ou la capacité de charge de la population homozygote portant 1’alléle forcé max (O, 1- r(f—_s))
est nulle. La courbe en pointillés et la courbe pleine strictement convexe délimitent quatre zones porteuses
de sens biologique. Dans la zone en haut & gauche se trouvent les ondes de suppression (cas a sur la Figure
3.3a). Dans la zone en bas & gauche se trouvent les ondes d’éradication (cas b sur la Figure 3.3a). Dans
la zone en haut a droite se trouvent les forgages génétiques qui, si pin; était constant a 1, se fixeraient
et agiraient en suppression de population, mais qui sont non viables dans le contexte d’une introduction
localisée (cas ¢ sur la Figure 3.3a). Dans la zone en bas a droite se trouvent les forcages génétiques
qui, si pini était constant a 1, agiraient en éradication de population, mais qui sont non viables dans le
contexte d’une introduction localisée. Ceux-ci sont de deux types : fixation possible si pin; était constant
a 1 mais dans le contexte d’une introduction localisée 1’éradication est spatialement repoussée (couleurs
péles, invasion de l'état (P,N) = (1,0), cas d sur la Figure 3.3a); fixation impossible méme si piy; était
constant & 1, i.e. éradication seulement transitoire méme si pi,; = 1 (couleurs foncées, invasion de 1’état
(P,N) = (0,0), cas e sur la Figure 3.3a). Figure tirée de GIRARDIN et DEBARRE 2021.
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(c) s€[3.2], r=4, (P,N) converge en +o0 vers (1,1 (r — %)) et

1-s
s 4 S Nros—1\3
[-75) (2‘33)2(”1‘(1‘«1-@))( al o
2.¢>0 80 :
(a)sZ%etrsél;
(b) s> 2 et
s3(3s - 2)

r< CIES eyt (3.13)

Les résultats obtenus différent significativement de ceux établis antérieurement par TANAKA, STONE
et NELSON 2017 pour I’équation (3.1). En particulier, la zone des génes forcés « viables » et « respon-
sables », capables de se propager mais pas apres une petite introduction accidentelle, dépend désormais
de r en plus de dépendre de s et est plus restreinte que la région (r,s) € R** x (1/2,s2) avec sy = 0.70 que
prédisait TANAKA, STONE et NELSON 2017. Les génes forcés « viables », « responsables » et d’éradication
n’occupent qu’un petit sous-ensemble de (r,s) € (0,2) x (0.5,0.6).

Notre article a eu un impact notable sur la communauté travaillant sur les modeles mathématiques
pour le forgage génétique (voir par exemple PARIL et B. L. PHILLIPS 2022 ; KM et al. 2023 ; COMBS et al.

2023) et a posé les jalons d’un travail de these présenté ci-dessous.

3.3 Extensions du modele

3.3.1 Extensions déterministes

Les résultats de GIRARDIN et DEBARRE 2021 ont été approfondis et enrichis par la theése de L. Klay,
entre 2020 et 2023. Son manuscrit est accessible en ligne (KLAY 2023). Le premier travail de cette these
a constitué en une extension du modele en cas de conversion allélique imparfaite, pouvant se
produire soit dans le zygote soit dans la lignée germinale (dans le premier cas, I'individu est
converti des le premier stade de son développement et sa vie sera donc phénotypiquement celle d’'un
homozygote ; dans le second cas, la vie de I'individu est phénotypiquement celle d’'un hétérozygote mais
tous les gametes qu’il produit sont porteurs de l'alléle forcé).

Cette extension du modeéle donne deux modeéles distincts a quatre paramétres, le taux de
croissance intrinseque r et le désavantage sélectif s comme précédemment auxquels s’ajoutent le taux
de conversion k € [0,1] et le taux de dominance chez ’hétérozygote de 'allele forcé h € [0,1]. Sans
recopier ici les deux longs systémes de trois équations sur nww, nwp et npp ainsi obtenus, je donne
en guise d’illustration le systéeme de deux équations obtenu en considérant les demi-densités alléliques

np =npp + %nWD et nw = nww + %nWD quand la conversion se produit dans le zygote :

(r(1=np—-nw)+1)((1=5)(np +2knw) + (1 —sh) (1 - k) nw) 1
np + nw - )’
(r(1-np-nw)+1) (nw + (1 —sh) (1 -k)np) _q
np + nw '

dthp = dxxND + ND (
(3.14)

OthwW = Oxx W + Nw (

La richesse des possibilités pour ces nouveaux modeles est illustrée par la Figure 3.3. De nouvelles
cartes de chaleur similaires a celle de la Figure 3.2 ont aussi été produites mais ne sont pas montrées ici.

Je souligne seulement que dans certains régimes de parametres, une convergence en temps long vers un
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équilibre bi-allélique se produit. Dans le systeme a deux équations, cela se traduit par I’apparition d’un
état de coexistence stable (cas ¢ et d sur la Figure 3.3b).

Autre nouveauté par rapport a notre travail précédent GIRARDIN et DEBARRE 2021, les limites r — 0
et r — +oo des systémes d’équations de réaction-diffusion et des vitesses ¢* ont été déterminées formel-
lement puis analysées et comparées I'une avec l'autre. La limite r — 0 permet de prolonger ’étude de
certaines ondes d’éradication. La limite r — +oco permet de prolonger 1’étude de certaines ondes de sup-
pression négligeable (aussi appelées ondes de remplacement, la composition génétique de la population
étant modifiée sans que sa taille ne soit impactée).

La méthode pour dériver la limite singuliére r — +oo provient de 'article STRUGAREK et VAUCHELET
2016 et avait été suggérée dans GIRARDIN et DEBARRE 2021 mais non exploitée. Sont obtenues des équa-
tions découplées portant sur la fréquence allélique p qui peuvent étre bistables ou monostables. Pour
I'exemple (3.14) ci-dessus, on obtient ’équation suivante :

op—ap o (LZ20=0 A =m)sp=s(=(L-B Q=M +kU=N(=pp 5

(1=s)p2+2p(L=p) (k(L=s)+ (1 =k) (1 -sh) +(1-p)>

Quand k =1 (conversion parfaite), la réduction attendue & I’équation (3.1) est confirmée. Pour ’équation
(3.15) et son analogue quand la conversion se produit dans la lignée germinale, I'existence d’une onde
progressive connectant 1’équilibre 0 et & un équilibre strictement positif est un corollaire immédiat de la
littérature standard sur les équations de réaction-diffusion scalaires monostables ou bistables. Le signe
de la vitesse minimale ¢* associée est alors obtenue par des considérations classiques (calcul de la borne
inférieure c)i, dans les cas monostables, intégration du terme de réaction dans les cas bistables, etc.).
La limite réguliére r = 0 a elle été identifiée par substitution dans le systéme satisfait par les densités

alléliques. Pour I’exemple (3.14) ci-dessus, on obtient le systéme suivant :

onp — duenp = (k(1—=s) +s(1—k) (1-h)) 22V _ o)
np + nw
- (3.16)
onw — dxnww = — (1= (1 =sh) (1 - k)) ———.
np + nw

Une onde progressive pour le systéme (3.16) et pour son analogue quand la conversion se produit dans la
lignée germinale connecte ’équilibre sauvage (0,1) a I’équilibre invasif (0,0) avec un profil Np unimodal
non identiquement nul : il s’agit bien d’une onde d’éradication (cas b sur la Figure 3.3a). L’existence
dans un certain régime de parametres d’une onde progressive de vitesse minimale linéairement déterminée
¢* = ciin (pour le systéme (3.16), cin = 24/k(1 — 25) — sh(1 — k) sous I'hypothese k(1 — 2s) — sh(1 - k) > 0)
est obtenue en s’inspirant de 'article ZHOU, SONG, WEI et XU 2019, qui démontre un résultat similaire

pour un systéme voisin (issu d’un modele épidémiologique SI & transmission fréquence-dépendante).

Ce travail conséquent a donné lieu a la publication d’un article de mathématiques appliquées KLAY,
GIRARDIN, CALVEZ et DEBARRE 2023 puis d’un article de biologie théorique KLAY, GIRARDIN, CALVEZ
et DEBARRE 2025 dans lequel I'impact d’un effet Allee a aussi été examiné.

3.3.2 Extension semi-aléatoire

La suite de la these de L. Klay a entre autres intégré une composante aléatoire au modele, pour
permettre ’émergence puis ’analyse de phénomenes dits de recolonisation et de course-poursuite.
Ces phénomenes, observés antérieurement dans la littérature par exemple dans CHAMPER et al. 2021 et
mentionnés mais mis de co6té dans GIRARDIN et DEBARRE 2021, apparaissent dans les sillages d’ondes

d’éradication, quand quelques individus homozygotes porteurs de 1’allele sauvage réalisent un déplacement
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Monostable (s<s,)
or Bistable (sz<s<sl)
Drive invasion

Monostable (s;<s)
or Bistable (sz<s<sl)
Wild type invasion

Gene drive
clearance
(s,<8)

a C,

1

—)
Allele -

densities , .
Pure drive
== Drive (np) b1 d1 e1 persistence line
== Wild-type (ny)
0 0 0
a, b c,d e
Drive : ! !
frequency
- «
== Drive (pp)

(a) Pour un choix de (h, k) impliquant I'existence d’individus hétérozygotes, mais la population finale est toujours
mono-allélique, pp =p € {0,1}.

Monostable Monostable Monostable Gene drive
Drive invasion Coexistence Wild type invasion clearance
(s,<s) (s1<s<s2) (s,<s) (s2<s)
al — C 1 f 1
0 | — 0 a
Allele Pure drive
densifies d. persistence line
w= Drive (np) b g
== \Wild-type (ng) | ' « - '
o
» Composite
- €, — o persistence line
0 0
0
a, b c,d e f g
Drive ' i ' '
frequency - €« -
w= Drive (pp)
] — [ * 0 0

(b) Pour un autre choix de (h k) permettant des équilibres de population bi-alléliques, c’est-a-dire des fixations
seulement partielles de Dallele forcé (cas de coexistence ¢ et d). Le cas e est une onde d’éradication mais dans
laquelle la population résiduelle derriére le pic de ’onde est bi-allélique.

FI1GURE 3.3 — Représentations schématiques des régimes possibles pour le modele de forcage génétique
de KLAY, GIRARDIN, CALVEZ et DEBARRE 2023 avec conversion dans le zygote pour différents choix de
parametres (h, k). Figures tirées de KLAY, GIRARDIN, CALVEZ et DEBARRE 2023.
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aléatoire exceptionnellement grand en sens contraire de ’onde et ont ainsi 'opportunité de fonder une
nouvelle colonie dans le sillage de 'onde, avant que des individus porteurs de ’allele forcé ne réalisent
eux aussi par hasard un déplacement dans cette nouvelle colonie et y initient un nouveau processus de
forcage génétique. De nombreuses simulations numériques et des arguments heuristiques ont permis de
dresser un parallele formel entre ces phénomeénes et des processus de Galton-Watson spatialisés.
Ainsi la valeur de la capacité de charge de la population a pu étre mise en relation avec la probabilité

d’un événement de recolonisation.

3.4 Conséquences

Biologiquement, les résultats de GIRARDIN et DEBARRE 2021 et de KLAY 2023 encouragent & ne pas
négliger la structuration spatiale dans les modéles mathématiques pour le forcage génétique. Des
phénomenes déterministes (boucles de rétroaction démographique spatialisée produites par des gradients
de population) ou aléatoires (événements rares de recolonisation) peuvent avoir un impact significatif sur
la propagation du gene forcé et sont susceptibles d’entrainer I’échec de la fixation.

Mathématiquement, vérifier que les limites singulieres r — +oo écrites formellement dans KrLAy,
GIRARDIN, CALVEZ et DEBARRE 2023 sont bien rigoureuses est un probléme intéressant et qui pourrait
trouver d’autres applications. L’article STRUGAREK et VAUCHELET 2016 ne démontre ces passages a
la limite que pour des intervalles temporels [0, T] bornés, alors que pour étudier les phénomenes de
propagation et les ondes progressives il faut précisément pouvoir prendre T = +oo0. L’existence des ondes
progressives pour les différents modeles étudiés reste d’ailleurs une question en suspens.

Un autre prolongement intéressant se trouve dans le potentiel phénomeéne de tirage non local
dans les situations de course-poursuite. Quand un front d’invasion non porteur de I’allele forcé
précede un front d’invasion de fixation de I’allele forcé, 1’allele forcé peut-il bénéficier de ’espace inoccupé
devant le premier front d’invasion pour améliorer sa propre vitesse de fixation 7 Des calculs préliminaires
pour le modele (3.9) indiquent que le régime r > 1, s < % (forcages génétiques de suppression légere de
population) est probablement compatible avec un phénoméme de tirage non local. Dans un régime non
localement tiré, la vitesse du front de fixation de I’alléle forcé serait alors comprise entre 2v1 — 2s (vitesse
du front de fixation de l’alléle forcé dans une population sauvage a 1’équilibre) et 24/r(1 —s) — s (vitesse

du front d’invasion d’une population homozygote porteuse de l’alléle forcé dans un espace inoccupé).

65






Chapitre
L’agroécologie

Nos ancétres utilisaient des épices naturelles
pour le boutllon, et avec ces épices
naturelles, ils étaient en bonne santé et
vivaient longtemps. Pourquot utilisons-nous
maintenant des bouillons qui nous rendent

malades ?

Mariama Sonko, présidente du mouvement
paysan et écoféministe panafricain « Nous

sommes la solution »

Peu apres ma prise de poste a I'Institut Camille Jordan a Lyon, j’ai été mis en contact par mon
collegue T. Lepoutre avec deux membres du Laboratoire de Biologie et Biométrie Evolutive (LBBE),
B. Boussau et E. Tannier. Ils souhaitaient collaborer avec un mathématicien pour un projet de these
autour de ’agroécologie, au croisement de 1’écologie et de 1’agronomie. Enthousiasmé a la fois
par 'actualité du sujet et par 'adéquation avec mes compétences d’analyste, j’ai saisi 'opportunité sans

hésiter. Ce chapitre présente les résultats issus de cette these.

4.1 Contextualisation

4.1.1 Contextualisation agroécologique

Il s’agissait plus précisément de modéliser et analyser ’agroécosystéme de la betterave sucriére,
menacée chaque année par des invasions de pucerons porteurs de la jaunisse, maladie dont les betteraves
ne guérissent pas et qui produit une chute de leur rendement en sucre. Tandis que I'agriculture intensive
dominante répond habituellement a cette menace par I’emploi de pesticides néonicotinoides, B. Boussau
et E. Tannier souhaitaient étudier la faisabilité de solutions sans pesticides fondées sur des prédateurs et
parasitoides naturels des pucerons : coccinelles, chrysopes, trichogrammes. Ces auxiliaires de lutte sont
déja utilisés lors de lachers ponctuels & effet éphémeére, mais B. Boussau et E. Tannier étaient intéressés par
la possibilité de favoriser I'installation durable de ces espéces dans le voisinage des champs de betterave
en repensant la géométrie et la composition des champs et des paysages agricoles. Est-il raisonnable de
sacrifier une petite fraction de la superficie totale du champ pour y installer des bandes fleuries et des

haies, agissant comme des refuges a biodiversité, pour que les ennemis naturels des pucerons puissent
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y prospérer et avoir ensuite un rayon d’action protégeant l’ensemble du champ? Si oui, quelle est la
stratégie optimale ?

La contradiction entre, d’une part, emploi des néonicotinoides pour préserver la filiere betterave et,
d’autre part, protection de I'environnement et de la santé humaine, dégradés par ces mémes néonicoti-
noides, a été examinée de pres ces derniéres années, y compris par le grand public et le monde politique. En
France, I'Institut Technique de la Betterave se propose de coordonner les différentes tentatives théoriques

comme expérimentales d’apporter des solutions.

4.1.2 Etat de ’art biomathématique

Le probleme d’optimisation exposé informellement ci-dessus comporte évidemment une forte com-
posante mathématique. Plus généralement, la littérature en agroécologie a exprimé de fortes attentes
vis-a-vis de la modélisation mathématique (ALEXANDRIDIS et al. 2021 ; BENITEZ, ROSELL et PERFECTO
2022 ; VANDERMEER et PERFECTO 2017). Les théories de 1’écologie et de I’agronomie sont toutes deux
fortement mathématisées et les croiser pour obtenir une théorie agroécologique générale et robuste est

donc un enjeu interdisciplinaire dans lequel un profil tel que le mien trouve toute sa place.

Le probleme de la mathématisation de systémes agricoles n’est pas nouveau. Les travaux pionniers de
LoTkA 1924 et VOLTERRA 1926 étaient eux-mémes motivés par de telles applications, notamment pour

la péche.

Sur ’agroécosysteéme de la betterave sucriere, je n’ai pas connaissance de modeles de réaction-diffusion
antérieurs a ceux que je vais présenter ci-dessous. Mais il s’agit d’un probléme qui possede une forme
de généralité théorique qui se retrouve dans de nombreux articles modélisant d’autres filieres végétales
victimes de ravageurs. Je peux citer des travaux sur, par exemple et sans prétention a l’exhaustivité, les
oliviers infectés par une bactérie Xyllela fastidiosa que leur transmettent les cercopes des prés, étudiés dans
ANITA, CAPASSO, MONTAGNA et SCACCHI 2022, les vignes infectées par le mildiou que leur transmettent
les oomycetes aéroportés, étudiées dans MAMMERI, BURIE, LANGLAIS et CALONNEC 2014, les feuilles de
cafés infectées par la rouille orangée transmise par un champignon aéroporté, étudiées dans DIJUIKEM
et al. 2021, les cannes a sucre dévorées par des insectes foreurs, étudiées dans POTGIETER, VAN VUUREN
et CONLONG 2013, les cacaoyers infectés eux aussi par des oomycetes qui leur transmettent la pourriture
brune, étudiés dans NEMBOT FOMBA et al. 2021, les marronniers agressés par des insectes mineurs,
étudiés dans MAGAL, COSNER, RUAN et CASAs 2008.

Les articles suscités proposent des analyses allant jusqu’a la stabilité des équilibres et la controlabilité
du systéeme. Notre intention était d’aller significativement plus loin en étudiant des propriétés d’optimi-

sation et de propagation.

4.2 Un modele de réaction-diffusion pour ’agroécosysteme de

la betterave sucriére

4.2.1 Modélisation

Inspirés par le modele non spatialisé de MOORE, BORER et HOSSEINI 2009 croisant épidémiologie

de maladie infectieuse a transmission vectorielle et prédation, nous avons proposé le systéme de
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FIGURE 4.1 — Représentation schématique des interactions écologiques et épidémiologiques entre les
différentes densités de population du systeme (4.1). Figure tirée de MAUCOURT 2024.

réaction-diffusion suivant :

ol = pvu(H -0,
VI = ov AVt + BavIVs — aVi — dyVi — sy (Vs + V1)V — hPVy,
0rVs = ovAVs — BavIVs + aVi — dy Vs — sy (Vs + V1) Vs — hPVs + by (Vs + V1),

P
;P = opV - ( V(SP ))+yh(Vs+VI)P+rPP—SPP
Sp rp

complété par des conditions initiales ou de bord appropriées selon le contexte. Dans ce systeme, I(t, x)
est la densité de population des hotes (betteraves) infectés, Vi(t,x) et Vg(¢,x) sont les densités de popu-
lation des insectes vecteurs (pucerons) respectivement viruliféres (porteurs du virus) et aviruliféres (non
porteurs du virus) et P(t,x) est la densité de population de prédateurs (ou parasitoides). H est la densité
de population de ’ensemble des hotes, de sorte que H — I est celle des hotes non infectés ; il est supposé
que la densité totale d’hdtes est indépendante du temps, de sorte que 9;(H —I +1I) =0 et donc ’équation
superflue 0,(H — I) = —fyu(H — )1 est retirée d’office du systéme. Les parametres fyy, oy, fav, @, dv,
sy, h, by, rp, op, y, sp qui mesurent les caractéristiques des especes ainsi que les interactions épidémio-
logiques et écologiques entre espéces sont tous strictement positifs et, comme on ’expliquera ci-dessous,
seront des fonctions possiblement hétérogenes de la variable spatiale x. Les interactions sont résumées
schématiquement sur la Figure 4.1.

Les betteraves sont immobiles et leur cycle de vie et de reproduction est lent devant la temporalité
de l'invasion. Elles n’ont donc pas de terme de dispersion dans leur équation. Les vecteurs et leurs
prédateurs, eux, explorent activement le champ. Une attention particuliere a été apportée a leurs stratégies
d’exploration.

Les pucerons sont bien plus petits que les betteraves et découvrent chaque année par hasard le champ

sans en avoir une perception d’ensemble. Ils y ménent donc une marche aléatoire uniforme, modélisée par
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un laplacien. Porter ou non le virus de la jaunisse n’impacte pas cette marche aléatoire et les taux de
diffusion des deux sous-populations de pucerons sont donc identiques.

Le terme de diffusion-advection non conservatif de prime abord plus complexe

v. (@v(ﬁ)) =AP+V1n(s—P) : VP+A1n(s—P)P (4.2)
Sp rp rp rp
permet pour le prédateur généraliste P ce que 1’écologie théorique appelle une distribution idéale
libre (FRETWELL et LUCAS 1969) en I’absence de pucerons quand le taux de croissance intrinséque
rp ou le taux de saturation sp dépendent de x. Sans trop entrer dans les détails, en affirmant que les
prédateurs sont capables d’une distribution idéale libre en I’absence de pucerons, on affirme que les pré-
dateurs ont une connaissance fine et globale du champ et de sa distribution de ressources et s’y sont
adaptés au fil des générations pour minimiser la compétition intraspécifique et maximiser leur valeur
sélective (fitness) en adoptant une distribution de population proportionnelle a celle des res-
sources. Cette distribution idéale libre est étudiée mathématiquement de longue date (en particulier
depuis CANTRELL, COSNER, DEANGELIS et PADRON 2007). Ici, ’équation satisfaite par P en absence de
Vi et Vg, 0,P = opV - (Z—iV (ﬂ)) + rpP — spP?, admet exactement Z—i comme solution stationnaire. Quand

=
;—i est spatialement homogéfle, lopérateur de dispersion idéale libre se réduit a un laplacien. Outre sa
vraisemblance écologique, la distribution idéale libre présente l'avantage mathématique considérable de
mettre en relation simple le controle exercé par ’agent humain sur le champ et le controle ressenti par la
population d’insectes vecteurs, qui sont respectivement les hétérogénéités des coefficients du systéeme et

la densité de population des prédateurs.

4.2.2 Analyse structurale du systéme : hiérarchie et sous-systéme monotone

Le systéme (4.1) ne satisfait pas de principe de comparaison mais bénéficie par contre d’une structure
hiérarchique particuliére : 'interaction entre I et P se fait au travers des intermédiaires Vi et Vg. Cette
structure produit des linéarisations a 1’équilibre qui sont triangulaires par bloc et dont I’analyse spectrale
est donc facilitée. Cette observation a permis de pousser relativement loin ’analyse des propriétés de
persistance, extinction et propagation des solutions du systéme.

En outre, en définissant la densité de population totale de vecteurs V = V; + Vg, une formulation

équivalente peut étre obtenue :

oI = ,BVH(H - I)VI,
V1 = ovAV + BavI(V = V1) — aV1 — dyVi — sy V'V — hPVA,

3,V = oy AV + (by — dy)V — sy V2 — hPV, (4.3)
P
9P = apV - (r—”v (SP—)) + YRPV + rpP — spP2.
Sp rp

Dans ce systeéme, si P = 0, I’équation sur V devient découplée et le couple épidémique (I, V1) satisfait alors

un systéme ou V joue le réle d’un coefficient spatiotemporellement hétérogene :

{atl = By (H - DV, (4.4)

oV = ovAVT + BuvI(V = V1) = (a + dy + sy V)WL

Ce systeme est localement coopératif, quand (I, V1) prend ses valeurs dans [0,H] X [0,V]. Au-dela,

dans (R*)2\ ([0,H] x [0,V]), le systéme a un linéarisé coopératif, complétement couplé au voisinage
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de (t,x) si V(t,x) > 0, et des termes non linéaires qui sont seulement quadratiques et compétitifs : il
s’agit d’une variante parabolique dégénérée des systémes de Fisher-KPP non monotones présentés au
Chapitre 2. Si P # 0, la méme observation reste vraie mutatis mutandi, mais il devient alors difficile de
connaitre le sillage du front d’invasion du couple (V, P). Méme quand les coefficients du systéme (4.3) sont
spatialement homogenes, la convergence vers un équilibre n’a pas pu étre établie dans le travail antérieur
PAN et LiN 2021. Dans des modeéles similaires avec des réponses fonctionnelles Holling du deuxiéme type,
il est connu que des bifurcations de Turing se produisent, comme le rappellent MADEC, CASAS, BARLES
et SUPPO 2017 par exemple.

4.2.3 A la recherche de la stratégie de biocontrole optimale

L’étude de stratégies de biodiversification spatiale revient a rendre certains coefficients dépendants
de la variable spatiale x et & étudier I'impact des hétérogénéités. Typiquement, si le champ Q c R? est
partitionné en une zone pleine de plantes hotes Q1 C Q et une zone pleine de refuges a biodiversité
Qo C Q, H est alors proportionnel a I'indicatrice de Q1 et on peut raisonnablement émettre ’hypothese
que les parameétres du systéme sont des fonctions affines de H (autrement dit, des fonctions constantes par
morceaux constantes dans Qq et constantes dans Qg). Il s’agit alors de trouver un ensemble Q; optimal
par rapport a un critére, par exemple quand Q est un domaine borné, la récolte finale de betteraves non
infectées :

n= /Q H(x) - tliIPw I(t,x)dx = /g; H(x)efﬁVHfomvl(t’x)dtdx. (4.5)

La recherche du compromis entre ’action de biocontrdle exercée sur les insectes vecteurs, qui encourage
a augmenter la superficie de Qo, et la préservation de la récolte, qui encourage a la diminuer, donne alors

lieu a un probléme d’optimisation non linéaire original.

Comme je 'expliquerai ci-dessous, plusieurs criteres quantitatifs distincts peuvent en fait étre proposés

et il faut alors espérer qu’il existe une unique stratégie qui optimise simultanément tous les critéres.

4.3 Reésultats et conjectures

Nous avons donc proposé un sujet de these autour de ce modeéle en 2021. L’étudiant B. Maucourt,
issu du M2 de mathématiques appliquées de Lyon, a manifesté son intérét et a obtenu une bourse de
I’école doctorale InfoMaths. Pendant sa these, de 2021 a 2024, il a étudié les propriétés des solutions du
systéme (4.1) posé, d’abord dans un domaine borné, puis dans un champ unidimensionnel périodique. Le
manuscrit de thése est en ligne (MAUCOURT 2024). Les démonstrations utilisent le principe de comparai-
son des équations scalaires combiné avec la structure hiérarchique du systeme pour contourner ’absence
de principe de comparaison complet, une inégalité de Harnack parabolique remarquable car sans
décalage en temps et due & HUSKA 2006, des inégalités de Pélya-Szego et de Talenti, ainsi que
des arguments de théorie spectrale et de théorie de I’homogénéisation. De nombreuses simulations
numériques accompagnent ces démonstrations, avec des valeurs de parameétres réalistes tirées de la lit-
térature de biologie et d’échanges avec le personnel scientifique de I'Institut Technique de la Betterave.
Ces simulations permettent de prendre un recul intéressant sur les théoréemes démontrés et de formuler

plusieurs conjectures encourageant a des prolongements du travail.
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4.3.1 En domaine borné
Persistance et extinction

Dans le domaine borné Q, B. Maucourt a d’abord montré avec mon aide comment le signe d’une
certaine valeur propre principale A; indique si le couple (V1,Vs) converge asymptotiquement vers
(0,0) ou bien si au contraire liminf; , o infyeq Vi(t,x) > 0, auquel cas I(t,x) — H(x) uniformément.
Dans le premier cas, la contamination du champ n’est que transitoire, tandis que dans le second, elle
est asymptotiquement totale. Ce critére spectral permet donc de prévoir le succeés ou I’échec de la
stratégie de biocontroéle. Ce travail a donné lieu a la publication de ’article GIRARDIN et MAUCOURT

2023, dont le principal résultat est restitué ci-dessous.

Théoréme 4.3.1 (GIRARDIN et MAUCOURT 2023). Soit Q C R" un domaine borné régulier.

Supposons que (H,dy, by, rp) € (C2+“(5, RJ”‘))4 et (Bvu, ov, op, Puv, @, sv, h,sp,y) € (R+*)9,

Soit (I, V1, V, P) la solution du systéme (4.3) auquel on adjoint des conditions initiales (Iini, Vi.ini> Vini> Pini) €
{0} x Cp(Q,R*)3 et des conditions de bord 9,V = a3,V = 8‘,% =0 sur 9Q avec v la normale sortante uni-
taire.

Soit A1 la valeur propre principale de 'opérateur —oyA — by + dy + &rp avec conditions de Neumann
au bord de Q. Soit g1 unique fonction propre principale associée qui satisfait ming ¢1 = 1.

Alors, si A1 >0 et Pin; #0, on a :
1 1y o SUPeq [(V,P) (1,5) = (0,2282)| =0

sp
2. si de plus Viini # 0, alors iminf,_, e infyeq I(t,x) > 0;

3. plus précisément, s’il existe ¢ > 0 tel que Ay > he, |Pyi —rp/sp| < € et Vini < €, alors, pour tout t > 0

et x € Q,
V(t,x) < mg,x(Vini) mgx((pl)e_(/h_hf)t,
max ini) Max 4
HLD) ) peneatigpmaton (46)

sup <
(tx)eR+x0 H(X)

En outre, si A1 <0 et Viini #0, on a :

1. liminf; e infeeq Vi(t,x) > 0;

2. lims 400 SUPyeq [I(2,x) — H(x)| = 0.

Le théoréeme s’étend sans grande difficulté aux cas ou tous les parameétres sont spatialement hété-
rogénes. De méme, la régularité C2** des coefficients n’est pas minimale mais permet de garantir que
I’équilibre (I, V1, Vs, P) = (0,0, 0,rp/sp) est une solution classique. L’hypothése ming H > 0 pourrait étre re-
lachée en ming H = 0 < maxq H, mais au prix d’un travail supplémentaire et en notamment en remplacant
lasymptotique liminf, ;o infxeq I(t, x) > 0 par lim inf, ;o SUp,eq (£, x) > 0.

Quand A; > 0, la stratégie de biocontrdle est un succes : la densité de population de vecteurs est ame-
née a l'extinction et la perte de récolte est finie. Quand A; < 0, la stratégie de biocontrole échoue : tout
le champ finit contaminé. Quand les coefficients hétérogénes H, dy, by, rp sont des fonctions affines d’une
méme distribution de ressources R > 0 dont la norme L' est fixée (I’aire dédiée aux refuges de biodiversité
est fixée), ce critére spectral est amélioré en augmentant la fréquence des hétérogénéités spatiales du
champ, jusqu’a atteindre la borne supérieure dans la limite d’homogénéisation de R. En interprétant éco-
logiquement la valeur propre principale comme dans les Chapitres 1 et 2, ’homogénéisation maximise
le taux de décroissance intrinséque des pucerons.

Ci-dessous, j’explique brievement pourquoi le cas critique A; = 0 a été laissé de coté dans notre article.

Cette explication donnera également des indications sur la démonstration dans les cas A1 > 0 et A; < 0.

72



4.3. Résultats et conjectures

Quel que soit le signe de A1, P est au-dessus d’une sous-solution P qui converge uniformément en espace et
exponentiellement en temps vers rp/sp. En réinjectant, on trouve que V est en dessous d’une sur-solution

V, qui satisfait une équation de la forme

— — h — =2 =

o,V —oyAV = (bV - dV - —rp) V-syV + hke PtV (47)
Sp

avec k € R** et p strictement positif et strictement inférieur & la valeur propre principale de l'opérateur

—opV - (;—iV (ﬂ)) + rp. Quand A7 = 0, on peut alors construire classiquement une sur-solution supplé-

rp
Co1 (x)
1+¢

mentaire de la forme V : (¢,x) — , pour laquelle on a en effet (en omettant des arguments ¢ et x

par concision) :

= = h = =2 = C
0,V — oy AV — (bv —dy — —rp) V+syV —hke PV > LQ (-1 + Csvor1 - hke (1 + 1))
sp (1+1) (4.8)

>0 siC est choisi suffisamment grand.

La fonction V est donc O(1/t). Mais une convergence si lente n’est pas a priori suffisante pour borner
/Q /Om Vi(t, x)dtdx et donc pour assurer la finitude de la perte de récolte. Nos tentatives d’améliorations
successives des sur- et sous-solutions pour parvenir a une intégrabilité de V1 en dépit de la non intégrabilité
de cette premiére sur-solution sont restées infructueuses. Les simulations numériques de B. Maucourt
n’ont pas permis d’estimer le taux de convergence. La question reste donc pleinement ouverte et, faute

d’intuition claire, je ne me risquerai pas a graver dans le marbre une conjecture ici.

Optimisation de la récolte asymptotique

B. Maucourt a ensuite collecté un certain nombre de résultats sur la récolte quand A; > 0, plus préci-
sément sur I’optimisation d’une approximation linéaire de la récolte par rapport a la dépendance
spatiale des coefficients et par rapport aux conditions initiales, ainsi que sur la limite d’homogénéisation
de la récolte et de son approximation. Mis ensemble, ses résultats analytiques et ses observations nu-
mériques montrent en premier lieu que la stratégie optimale pour ’approximation de la récolte
dépend fortement de la distribution initiale de pucerons et confirment que la linéarisation de la

récolte peut étre proche de la récolte non linéarisée.

Numériquement, il parait nettement préférable de placer les refuges de sorte qu’il y ait ségrégation
entre les betteraves et le support de Vijni, c’est-a-dire de sorte que H(x)Viini(x) = 0 pour tout x € Q.
Mty (x), ol @1 est

la fonction propre principale associée A1, comme nous l'avons fait pour I'estimation du Théoréeme 4.3.1,

Estimer la récolte en remplagant dans la formule (4.5) Vi(t,x) par un multiple de e

devient donc peu intéressant puisque 'information capitale sur I'impact de la distribution initiale est
perdue. Pour autant, I'impact de la condition initiale sur le systéme non linéaire est un probleme trop
difficile et passer par une linéarisation préalable semble nécessaire a l'analyse rigoureuse. Un premier

développement limité conduit a :
+00
n= / H(x) (1 - ﬁVH/ VI(t,x)dt) dx + o(|IVillL1 (r+*x@))- (4.9)
Q 0

Une intégration par parties de I’équation satisfaite par V; multipliée par une fonction test ¢ € C2(Q) N
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Cp(Q) satisfaisant des conditions de Neumann au bord de Q conduit de méme # :

rp
—/ Viini¢p = / (UVA(P - (Of +dy + hs—) <P) IVillzr rexy + o(IVEllLt (R+*x0))- (4.10)
Q Q P
En choisissant comme fonction test ¢ 'unique solution u du probléme elliptique avec terme source suivant :

—oyAu = — (0{ +dy + hZ—P) u+ ,BVHH dans Q,
P

(4.11)
opu =0 sur 99,
probleme bien posé par inversibilité de 'opérateur linéaire associé, on obtient :
[ Vit = UBvsHViNLs v + Vil ) (4.12)

qui permet finalement d’écrire la récolte linéarisée d’une maniere compacte qui ne dépend plus que des

données du modele et qui préserve I'impact de la condition initiale :

ne = 1HllL1 @) — IViiniullLr () (4.13)

Quand Viiy; est connue, le probléme d’optimisation se ramene donc & trouver une distribution des refuges

qui donne une fonction u qui minimise le produit scalaire de u avec Viin;.

B. Maucourt a travaillé en ce sens avec par exemple des réarrangements décroissants qui permettent de

montrer que, quand la condition initiale Viin; est radialement strictement décroissante dans Q = [-L, L],

pvuH ot

la stratégie d’homogénéisation du champ, qui homogénéise les coeflicients et la fonction u = o
vtipTP

qui donne la récolte linéaire

PvuH

n = |QH - — VLinillz1 (@), (4.14)

a+ dV + ;rp
est strictement sous-optimale.

Mais la distribution initiale des pucerons est aléatoire en général. Apres des échanges avec
I'Institut Technique de la Betterave et la startup Greenshield, B. Maucourt a émis ’hypothése que la
distribution initiale suit une loi aléatoire spatialement uniforme : les premiers pucerons, déposés par le
vent, ont une position qui suit une loi aléatoire uniforme et le nombre de pucerons ainsi déposés suit
une loi aléatoire qui ne dépend pas de cette position. En notant, avec un léger abus de notation, E[ Vi ;]
I’espérance en n’importe quel point x € Q de la loi aléatoire donnant le nombre de pucerons déposés en

x, il s’ensuit par positivité de Viiniu que
Elne] = 1Hl11 o) — E[VLinil lullz1 () - (4.15)

Ce faisant, la distribution initiale aléatoire est en fait ramenée a une distribution initiale déterministe
homogene valant la constante E[Viini] en tout point x € Q. Je laisse les symboles E ci-dessous pour
conserver la mémoire de cet aléas dans la modélisation mais il s’agit donc bien de calculs purement

déterministes.

Ci-dessous, je restitue les grandes lignes de la démonstration de B. Maucourt sur l'optimisation de
Elnc].
Il a supposé, en cohérence avec notre article GIRARDIN et MAUCOURT 2023, que a, sp, h et fyy ne

dépendent pas de x tandis que rp, dy et H sont des fonctions affines d’'une méme distribution de refuges
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R > 0. En dérivant deux fois par rapport a R ’équation elliptique qui définit u = ug et en appliquant le

principe du maximum, il a trouvé que R +— ug est concave, puis que R — E[n.] l'est également. Il y a au

plus un point critique R* dans I’ensemble des admissibles, donné par (%)IR o 0, c’est-a-dire par
I’égalité fonctionnelle :
(au) 1 oH (4.16)
JR |R=R* E[Vl,ini] oR ’

En substituant cette égalité dans ’équation elliptique satisfaite par g—l’é et en posant & = a + dy + ﬁrp

(fonctionnelle linéaire de R), on trouve une relation affine entre ug« et R*,

oH fpe OH  OF

OH &g OH 0 417
v g E[Vimi] 9R = aR"F (4.17)

Il est naturel de se placer dans un régime de parametres ou g—li > 0, c’est-a-dire ou le taux de mortalité
des vecteurs quand les prédateurs sont a I’équilibre augmente dans le refuge. De méme, % < 0. Il s’ensuit
que
—%% &R
R *
UR*x = _ﬁVH + — 418)
2 [-pen+ ) (

puis, en réinjectant dans I’équation elliptique satisfaite par ug«, il apparait que R* satisfait un certain pro-
bléme elliptique semilinéaire avec terme source constant, coefficients constants et conditions de Neumann

au bord. Par unicité, R* est une constante. Celle-ci satisfait :

2
oH -
E[Viinil = |(-— i ; (4.19)
' JR Hox 2 _9H
Bver (Hr= 55 + &r (—55)
relation qu’on peut aisément vérifier bijective entre R* > 0 et E[Viini] > 0 pourvu que
oF oH oH\
E[Viinil | =Hy — — > |l-—— . 4.20
BveE[ W1, ](aR o aRé’o) ( aR)§0 (4.20)

Ainsi, si la condition initiale est en moyenne suffisamment grande au sens ci-dessus, il existe un unique
R*, spatialement homogene et strictement positif, qui maximise la moyenne de la récolte linéarisée. Au
contraire, si la condition initiale est en moyenne sous le seuil critique, alors des calculs similaires montrent
que (ZLRL)R_O < 0 et donc, par concavité, le refuge optimal est donné par R* = 0. Cette situation ou il
vaut mieux ne mettre aucun refuge, de prime abord surprenante, pouvait cependant étre remarquée des
(4.14) : dans cette formule, il est manifeste que si ||[Vinillz1(q) est trop petite, alors 7, aura des variations
en fonction de R proches de celles de |Q|H, qui sont celles de H et qui sont donc strictement décroissantes.

Dans une telle situation, ajouter du refuge diminue donc la récolte linéarisée.

La formule (4.14) revét en outre un intérét supplémentaire, puisqu’elle fournit également la récolte
linéarisée moyenne E[n.] obtenue aprés homogénéisation du refuge (que celui-ci soit nul ou non). Des
précautions sont cependant de mise : comme montré dans MAUCOURT 2024, les coefficients du systeme
(4.1) homogénéisé ne sont pas les coefficients homogénéisés, du moins pas tous. En effet, et sans que cela
ne soit surprenant au vu de la littérature en théorie de I’homogénéisation, le terme de dispersion idéale
libre dans I’équation sur P s’homogénéise & 'aide d’une diffusivité effective. La formule (4.14) donne
donc la récolte linéarisée homogénéisée optimale a condition de corriger comme il se doit les différents

coefficients par les coefficients du systeme homogénéisé.

En conclusion de ces calculs, ’homogénéisation est encore la meilleure stratégie pour la
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population density

F

Zonel  Zone 2 Zone 3

FIGURE 4.2 — Représentation schématique de la propagation asymptotique des solutions du systéme (4.1).
Dans le régime verrouillé, la zone 2 est de longueur O(1), tandis que dans les régimes localement tiré et
non localement tiré, elle est de longueur ©(t). Figure tirée de MAUCOURT 2024.

récolte linéarisée, sous condition écologiquement réaliste de loi aléatoire spatialement uniforme sur
I'inoculum moyen.
Ces travaux sur la récolte, plus exploratoires que GIRARDIN et MAUCOURT 2023, constituent un

chapitre du manuscrit de these et ont donné lieu a une prépublication déposée sur arXiv et HAL.

4.3.2 En domaine unidimensionnel non borné

Quand le domaine spatial est la droite réelle R, le systéme (4.1) avec des coefficients périodiques peut
donner lieu & des solutions de la forme fronts d’invasion pulsatoires. B. Maucourt n’a eu le temps dans
sa these que d’aborder ce sujet et de formuler quelques conjectures bien argumentées, appuyées sur des
articles tres récents pour des modeles voisins, en particulier LIN, X. WANG et ZHAO 2024, ainsi que sur
des simulations numériques.

A partir de conditions initiales correspondant & une petite introduction de pucerons viruliferes et
aviruliferes dans un champ habité par des prédateurs a I’équilibre, et sous I’hypotheése que la valeur
propre principale A, cette fois-ci avec des conditions de bord périodiques plutét que Neumann, est
strictement négative de sorte qu’il y a bien prolifération des pucerons, il semble y avoir trois régimes de
propagation, représentés sur la Figure 4.2, et qui rappellent le Chapitre 1 : un premier régime dans lequel
I’invasion écologique de V dans le territoire occupé par P se superpose a celle de I’épidémie co-portée par
I et V1, sous la forme d’un front verrouillé; un deuxiéme dans lequel, au contraire, I'invasion écologique
est nettement plus rapide et chaque invasion prend la forme d’un front localement tiré; enfin, un
troisiéme, intermédiaire, encore mal compris, dans lequel I'invasion épidémique pourrait prendre la forme
d’un front non localement tiré par le changement environnemental induit par I'invasion plus rapide
de V.

Dans les régimes verrouillé et localement tiré, des vitesses linéairement déterminées cjj, peuvent étre
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calculées. Dans le régime verrouillé, il s’agit de linéariser le systéme satisfait par (V, P) autour de I’équilibre
(I, V,P) = (0,0,0,rp/sp). Dans le régime localement tiré, il s’agit de linéariser le systéme satisfait par
(I, V1) autour de (I,V;,V,P) = (0,0,V*, P*), ou (V*,P*) est en général le sillage indéterminé du front
d’invasion du couple (V, P). Comme expliqué plus haut, il n’est pas évident que ce sillage soit un équilibre,
néanmoins pour pouvoir poursuivre I’analyse il semble indispensable de supposer la convergence vers un
équilibre. Les vitesses linéairement déterminées constituent ensuite des conjectures naturelles pour les

vitesses asymptotiques de propagation.

L’homogénéisation minimise la vitesse linéairement déterminée pour la population totale
de vecteurs, qui est également la vitesse du couple (I, V1) dans le régime verrouillé, et il est naturel de
conjecturer qu’elle minimise également la vitesse localement linéairement déterminée du couple (I, V1)
quand (V*, P*) est un équilibre. L’homogénéisation semble donc étre de nouveau optimale pour préserver

la récolte.

Ci-dessous, j’explique ces conjectures de verrouillage ou de tirage non local de B. Maucourt, dans le
cas simplifié ou on retire le biocontrdle en fixant P = 0. Au vu du Chapitre 1 sur le tirage non local et le
verrouillage, il est naturel pour comprendre la situation de réécrire le systéme satisfait par W = (I, 1) T

sous la forme matricielle suivante :

o o)
8[W = W +
0 O-Vaxx

en gardant a l’esprit que V est une hétérogénéité mobile, solution de I’équation de Fisher-KPP & coef-

0 PveH

PuvV —a—dy —syV ﬁHV 0

W—(( 0 ﬁVH)W)oW (4.21)

ficients périodiques 9;V = oydxV + V (by —dy —sy'V), et qui se propage donc asymptotiquement & une

certaine vitesse linéairement déterminée c‘*;

2008 ; GARTNER et FREIDLIN 1979 ; WEINBERGER 2002. L’expérience acquise sur les systémes de Fisher-

> 0, comme montré dans BERESTYCKI, HAMEL et NADIN

KPP non monotones, exposée dans le Chapitre 2, pourrait alors encourager a analyser le systéme satisfait

par W par analogie avec une équation de Fisher-KPP de la forme d;u = dgxtt + r(V)u — u?

du Chapitre 1.

, une équation

Le linéarisé a I'avant du front d’invasion de V est donné par 'opérateur elliptique périodique suivant :

Lo = (0 PvaH ) (4.22)

0 O'Vaxx —O{—dV

et le linéarisé dans le sillage du front d’invasion de V est donné par I'opérateur elliptique suivant :

Ly = ( 0 pvuH ) (4.23)

ﬁHVV* O'Vaxx -0 — dV - va*

L’opérateur — L étant triangulaire, 11 (—Ly) = 0 et, 'opérateur — Ly« étant coopératif,

M (=Ly+) <A (— (0 pruH )) = 0. (4.24)

0 O'Vaxx - — dV - va*

L’analogie scalaire semblerait donc étre avec une équation d;u = dyxtt + r(x — ciit)u — u? dans laquelle
r est monotone, constant par morceaux, valant r; > 0 loin a gauche de x = ¢j;t et r2 = 0 loin & droite. Il
est donc naturel de conjecturer des régimes verrouillés et localement tirés, comme dans les cas (b) et (c)
de la Figure 1.4 ou l'on prendrait la limite r3 = 0. Mais pour déterminer s’il y a ou non tirage non local,

c’est-a-dire choisir entre le cas (b) et le cas (c), il faut contrdler précisément le comportement spectral au
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voisinage de x = cj;t.

Dans sa these, B. Maucourt n’est pas parvenu a aller plus loin sur le tirage non local. Ici, a I’aide du
Chapitre 1, je peux prolonger I'analyse et formuler une conjecture plus explicite.

L’article HAMEL, NOLEN, ROQUEJOFFRE et RYZHIK 2016 confirme que la solution V(t, x) converge, a
un retard logarithmique pres, vers une onde progressive pulsatoire de la forme p(x — cj;t, x) avec un profil
p décroissant en sa premiere variable et périodique en sa seconde. Pour simplifier la suite, supposons la
période spatiale des coefficients et de p normalisée a 1. Dans le repere mobile en translation, V (¢, z + c};t)
converge donc, au retard pres, vers p(z, z + cj;t), une fonction 1/cj-périodique par rapport a t mais dont
les variations en z ne sont en général ni monotones ni périodiques.

En remplacant V(t,z + cj;t) par le profil de 'onde progressive pulsatoire p(z,z +cjt) (le retard ©(Int)

est donc négligé), le probléme spectral linéarisé qu’il s’agit d’étudier est :

W =AW

oW — (c"}az 0 ) W ( 0 PvuH(z + cijt)

0 ovoy +co; Pavp(z,z+cjt) —a—dy(z+cjt) —syp(z,z +cjt)
1 e 1 4.2
w g — périodique en temps (4.25)

W=>0 surRxR

ou je fais apparaitre seulement les arguments des coeflicients H, p et dy par souci de concision. La
théorie spectrale principale généralisée d'un tel opérateur périodique-parabolique dégénéré coopératif
est bien plus délicate que la théorie spectrale principale généralisée elliptique scalaire exploitée dans
GILETTI, GIRARDIN et MATANO sous presse. En s’appuyant par exemple sur LIANG, ZHANG et ZHAO
2017 ; GIRARDIN et MAZARI sous presse, il devrait néanmoins étre possible de donner un sens a la valeur
propre principale généralisée Ay (9; — L) de 'opérateur 9, — £, décrit dans (4.25).

Notons

A (=Lyx — 72 diag(0, oy

Y - diag(0,0v)) (4.26)
H>0 H

la vitesse linéairement déterminée associée a 'opérateur — Ly« (c’est-a-dire la vitesse localement linéai-

rement déterminée dans le sillage du front d’invasion de V). En suivant les heuristiques du Chapitre 1,

I’identification d’un régime de tirage non local reviendrait alors a démontrer que, pour que la vitesse de

propagation asymptotique cj;, du couple W se trouve dans I'intervalle (ciin,y+, cenv), il faut et il suffit que

(4.27)

C* A1 (—=Ly» — % diag(0, ov)) }
¥ - .

I

fer (e —ciy) = A1 (0 — Lp)  oft per =min {/7> 0

Cette condition devrait alors définir implicitement la vitesse asymptotique de propagation cj;, du front
d’invasion non localement tiré. Déterminer la solvabilité en ¢}, de (4.27) n’a rien d’aisé. Il parait en tout
cas raisonnable de conjecturer qu’il existe des choix de parameétres assurant la solvabilité.

Cette heuristique encourage a tenter une preuve rigoureuse. Cependant je souligne que I'heuristique
assimile un systéme coopératif asymptotiquement triangulaire & un systéme coopératif complétement
couplé. La perte d’irréductibilité a ’avant du front d’invasion de V pourrait poser des difficultés supplé-
mentaires.

Ces propriétés de propagation des solutions constituent donc des problemes a la fois naturels, difficiles
et passionnants. Dans le cas de coefficients constants, des progres récents ont été réalisés par LIN 2026 ; LIN
et XIE 2026. Dans LiN 2026, I’état envahi est (I, V1, V, P) = (0,0, (by —dy)/sy,0), avec ou sans biocontrole
(Pini =0 ou Piy; # 0). Dans LIN et XIE 2026, le biocontrole est mis de coté (Pin; = 0) mais cette fois-ci 'état
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envahi est, comme dans la these de B. Maucourt, (I, V1, V) = (0,0,0). Cependant le régime intermédiaire,

possiblement non localement tiré, reste essentiellement indéterminé (voir LIN et XIE 2026, Lemma 2.4).

4.4 Conséquences

Mis bout a bout, les différents chapitres de la these de B. Maucourt esquissent une stratégie proche
de 'optimalité, avec une hypothese probabiliste sur la distribution initiale des pucerons, une aire dédiée
aux refuges calculée par linéarisation de la récolte et, une fois cette aire connue, une distribution homo-
généisée de ces refuges qui maximise le taux de décroissance intrinseque effectif des pucerons, maximise
la récolte linéarisée de betteraves quand le biocontrdle élimine les pucerons et minimise les différentes
vitesses linéairement déterminées pour la propagation asymptotique quand le biocontréle ne parvient qu’a
atténuer la prolifération des pucerons. Ecologiquement, I’homogénéisation est a comprendre comme une
stratégie de biodiversification a la plus petite échelle spatiale possible, pour favoriser le retour
partout des ennemis naturels des ravageurs. Le modele de I’agriculture intensive est au contraire connu
pour amoindrir la biodiversité dans les paysages agricoles. Ainsi, agronomiquement, notre travail appuie
les appels a développer, avec une forte préoccupation pour la biodiversité, des alternatives
au modele de ’agriculture intensive.

L’étude rigoureuse des différents régimes de propagation, et en particulier du possible tirage non
local, nécessite préalablement d’étendre les résultats issus de GILETTI, GIRARDIN et M ATANO sous presse
que j’ai présentés dans le Chapitre 1 a des systémes coopératifs completement couplés a coefficients
spatialement périodiques et avec des taux de diffusion qui pour certains sont nuls. Cela représente un
travail conséquent.

Fin 2025, j’ai rencontré un nouvel étudiant de M2, L. Gardey, a la recherche d’un sujet de thése en
mathématiques appliquées a la biologie. Je lui ai proposé de prendre la suite sur ce sujet, en stage de M2
d’abord et si possible en thése ensuite. Grace a un co-financement IMPT (Institut des Mathématiques
pour la Planéte Terre) et Inrae obtenu au printemps 2026, L. Gardey a démarré une thése interdis-
ciplinaire sur des fronts d’invasion complexes en écologie, co-dirigée par le mathématicien J.
Garnier et I'écologue E. Vercken. Aprés avoir confirmé ou infirmé avec moi les conjectures proposées par
B. Maucourt sur les fronts d’invasion héte-vecteur dans le modele de I’agroécosystéme de la
betterave sucriére, il étudiera avec J. Garnier les fronts d’invasion d’un modeéle pour des couples
héte-symbiote (mutualismes mycorhiziens ou microbiens par exemple) tiré de MARTIGNONI, TYSON,
KOLODNY et GARNIER 2024, puis il étudiera des données issues de résultats expérimentaux de I’équipe
d’E. Vercken, partiellement exploités notamment dans DAHIREL et al. 2021, sur des fronts d’invasion
d’insectes haplodiploides utilisés en biocontrole, ’objectif étant de modéliser et d’analyser théori-
quement la dynamique éco-évolutive du sexe-ratio des insectes le long de leur invasion. Sur le plus long
terme, L. Gardey pourra ensuite combiner I’ensemble de ses résultats pour élaborer une approche large
et interdisciplinaire de problémes de biocontrdle en agroécologie pour les filieres végétales, exploitant

notamment mutualismes des plantes et ennemis naturels des ravageurs.

79






Conclusion

Les gouttes amoncelées finissent par former

un lac.

Proverbe kurde

La rédaction d’une conclusion est un exercice inhabituel en mathématiques. Mais en biologie, les
travaux de recherche se terminent en général par une discussion et des perspectives. Dans ce mémoire pour
I’habilitation a diriger des recherches, je voudrais me risquer a proposer une conclusion. Une conclusion
qui n’est bien entendu qu’une conclusion a ce que j’ai exposé dans les pages précédentes, une conclusion
provisoire de mes recherches de ces dernieres années, une conclusion d’étape qui doit m’aider & fermer

une séquence pour mieux ouvrir la suivante.

Discussion transversale

Les quatre chapitres de ce mémoire ont montré comment 1’analyse de certaines équations de
réaction-diffusion peut étre motivée, alimentée et renouvelée par des questions biologiques
et quels types de réponses peuvent étre attendus. La biologie des populations pose naturellement des
questions relatives aux fronts d’invasion, a leur existence, a leur vitesse, a leurs sillages possibles, a leur
dynamique interne.

Les quatre chapitres ont montré comment, en partant de telles questions biologiques, des questions
délicates d’analyse mathématique émergent : phénomeénes d’interaction a longue distance, bifurcations,
turbulences, effets de seuil, limites singuliéres, optimisation, homogénéisation, etc. Ils ont montré com-
ment, paradoxalement au premier regard, le principe de comparaison reste un outil fondamental pour
analyser les systémes non monotones et les équations non locales. Ils ont aussi montré comment la théorie
spectrale principale est un pivot souvent incontournable de ces analyses.

Les deux derniers chapitres portent sur des modélisations mathématiques de sujets biologiques ori-
ginaux et fortement d’actualité, le forcage génétique et 'agroécologie. Un long chemin a été parcouru
depuis les travaux fondateurs de la premiere moitié du XX¢ siecle de Lotka, Volterra, Kermack, McKen-
drick, Fisher, Kolmogorov, Petrovsky, Piskunov, Leslie, Skellam, Turing . L’actualisation des questions
biologiques va de pair avec une actualisation des concepts et méthodes mathématiques, actualisation qui
fait elle I'objet des deux premiers chapitres. J’ai particulierement insisté sur les nouveaux régimes de

propagation verrouillé et non localement tiré ainsi que sur la caractérisation des sillages des

1. Pour plus d’informations sur I’histoire (trés masculine) de la mathématisation de la dynamique des populations &
partir de Fibonacci, je renvoie au livre BACAER 2011.
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fronts d’invasion dans des modeles complexes, deux sujets typiques de la recherche du XXI¢ siécle en

réaction-diffusion appliquée a la biologie.

Perspectives

Ci-dessous, je dégage quelques perspectives pour les années a venir.

A court terme, je souhaite d’abord mener & bien six collaborations déja engagées, ordonnées ci-dessous
par ordre décroissant d’avancement.

Avec G. Nadin, nous travaillons sur la localisation des lignes de niveaux pour les solutions des systémes
de type Fisher-KPP (2.2) issues de conditions initiales ujy; & support compact quand les coefficients du
systeme sont spatiotemporellement homogenes et quand la dimension de ’espace est n = 1. Il s’agit
d’identifier la généralisation quand N > 1 du retard de Bramson (M. D. BRAMSON 1978), résultat
célebre pour 1’équation de Fisher-KPP scalaire selon lequel le terme o(t) de la Figure 1.1 admet un
développement asymptotique dont le premier terme est —% %m(t). A T'heure de lécriture de ces lignes,
cette collaboration bien avancée constituera sans doute ma prochaine soumission d’article.

Avec M. Alfaro, T. Giletti et L. Roques, nous avons eu fin 2025 des discussions préliminaires pour
exploiter une connexion entre les systémes de type Fisher-KPP (2.2) sur lesquels j’ai beaucoup travaillé
et des modeles de réaction-diffusion dits « champ-route » (BERESTYCKI, ROQUEJOFFRE et ROSSI
2013). Dans ces modeles, qui ont pris une certaine importance depuis une dizaine d’années, la densité
de population évolue simultanément dans un champ (par exemple, le demi-plan R x R** ¢ R?) et sur
une route adjacente (la droite R qui borne le demi-plan). La propriété la plus singuliére de ces modeles
est le changement de dimensionnalité entre les deux domaines spatiaux, une propriété partagée avec les
modeles dits « volume-surface » qui servent par exemple a comprendre I’émergence de motifs sur une
coquille d’ceuf & partir de réactions chimiques & l'intérieur de 'ceuf. Dans les modeles champ-route, les
propriétés de dispersion et de réaction de la population difféerent entre les deux domaines spatiaux et les
termes d’échange entre les deux domaines produisent au niveau linéaire un couplage coopératif similaire
a celui du systéme (2.2) linéarisé. Les discussions préliminaires laissent augurer un travail fructueux sur
les propriétés de propagation et une soumission d’article relativement rapide.

Avec M. Romanos, nous avons commencé a étudier un phénomene de propagation qui apparait dans les
modéles de morphogénése du projet PEPR PREMMOVE. Le modele est écrit comme un modele de
mécanique des fluides et non comme un modele de réaction-diffusion pour la dynamique des populations,
en conséquence de quoi le systeme d’équations aux dérivées partielles contient des termes non linéaires
d’ordre 1 ou 2 qui mettent le principe de comparaison en défaut et qui sont donc écartés de la théorie
usuelle en réaction-diffusion. Cependant, j’ai déja travaillé avec de tels couplages (cf. par exemple le
systéme (3.9)) et nos calculs préliminaires semblent pouvoir aboutir.

Avec J. Coville, nous avons soulevé dans COVILLE et GIRARDIN 2025 plusieurs questions ouvertes et
conjectures sur lesquelles nous aimerions continuer de travailler. Nous avons des pistes crédibles pour au
moins la conjecture de bistabilité.

Avec G. Faye, T. Giletti et Q. Griette, nous travaillons sur les effets de seuil dans le systéme de
compétition-diffusion de Lotka-Volterra (4) bistable. Il s’agit de montrer que, comme pour ’équation
bistable scalaire, si I’'on se donne un germe de condition initiale et que 'on considére une famille &
un parameétre de dilatations de ce germe, alors les dilatations suffisamment petites donnent lieu & des
extinctions, les dilatations suffisamment grandes donnent lieu & des invasions, et la dilatation intermédiaire
est unique et donne lieu a une convergence vers un état stationnaire instable.

Avec M. Alfaro, F. Hamel et L. Roques, nous avons I'intention de donner une suite a I'article ALFARO,
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GIRARDIN, HAMEL et ROQUES 2021 sur '’équation non locale avec effet Allee évolutif (2.70). Cette
deuxieme partie porterait sur les phénomenes de propagation pour ce modele, et plus particulierement
sur des phénomenes de tri spatial le long des fronts d’invasion pouvant conduire & des transitions entre
tiré et poussé. Cependant ce travail reste pour I'instant a 1’état de projet.

A plus long terme, je souhaite confirmer le virage thématique initié avec la thése MAUCOURT 2024 et
poursuivi avec celle en cours de L. Gardey sur la modélisation mathématique et ’analyse mathématique
de lagroécosysteme de la betterave sucriere. Ces recherches ont en effet montré que les modéles de
réaction-diffusion pour 1’agroécologie permettent a la fois de répondre a des questions agro-
nomiques et écologiques d’actualité et d’enrichir la théorie mathématique des équations de
réaction-diffusion.

Les systemes de réaction-diffusion issus de la modélisation mathématique en agroécologie sont construits
autour de systémes proie-prédateur, ressource-consommateur et pour ’épidémiologie des maladies infec-
tieuses (& transmission par une population vecteur, par I'air, par le sol, par le vent, par I’eau, etc.). Au
vu de ces briques élémentaires, les propriétés principales de (4.1) peuvent étre généralisées : il s’agit de
systémes qui ne satisfont pas le principe de comparaison et qui entremélent plusieurs modes de dispersion
et plusieurs échelles spatiotemporelles, mais qui disposent d’une structure hiérarchique particuliére.
Cette structure permet une analyse mathématique reposant sur des triangularisations et des résolutions
descendantes ou ascendantes et sur des applications délicates du principe de comparaison scalaire ou
pour des systémes coopératifs de petite taille. Comme expliqué ci-dessus pour (4.1), cette analyse peut
amener a des phénomeénes de tirage non local ou de co-invasions que je connais désormais bien. Je suis
donc particulierement bien positionné pour m’engager dans cette thématique.

Ma participation au projet PEPR MADE IN France sur la modélisation des dynamiques forestiéres
s’inscrit également dans cette mobilité thématique. L’écologie forestiere et ’agroécologie, bien que consti-
tuant des domaines de recherche distincts, sont reliées épistémologiquement par exemple par 1’écologie
végétale, ’écologie du paysage ou I’étude de I'impact de la biodiversité. Mathématiquement, les modeéles
partagent ’absence de principe de comparaison, le caractére hiérarchique et le caractere multi-échelles.
L’expérience et les contacts acquis grace au projet MADE IN France bénéficieront donc a mes travaux sur
la modélisation et ’analyse de modéles pour 1’agroécologie, et pourraient en outre mener a de nouvelles
collaborations interdisciplinaires.

Cette orientation thématique ne signifie pas ’abandon de mes recherches les plus théoriques. Au
contraire, un des objectifs est de les dynamiser en faisant émerger de nouveaux problémes d’analyse
avec ou sans principe de comparaison. Par exemple, et comme mentionné ci-dessus, pour confirmer
ou infirmer les conjectures de B. Maucourt sur les vitesses, il faudra étendre les résultats de GILETTI,
GIRARDIN et MATANO sous presse a des systémes coopératifs compléetement couplés a coefficients spa-
tialement périodiques et avec des taux de diffusion qui pour certains sont nuls. Cette extension passera
notamment par un travail conséquent de théorie spectrale principale et de construction de sur-solutions

et sous-solutions.

L’interdisciplinarité

Pour conclure cette conclusion, je souhaiterais reprendre brievement quelques éléments de mon mé-
moire de M2 de sociologie des sciences sur les pratiques de l'interdisciplinarité. L’interdisciplinarité,
en l'espece, travailler a ’interface entre mathématiques et biologie, est un travail scientifique
contradictoire a bien des égards. Les organismes de financement de la recherche sur projet encouragent

les dépdts de projets interdisciplinaires mais leur organisation interne favorise matériellement les projets
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entrant dans le moule de leur découpe en instituts ou panels disciplinaires. Cette contradiction entre
discours de promotion de I'interdisciplinarité et organisation interne disciplinaire se retrouve a toutes les
échelles de 'organisation des métiers de la recherche et constitue un obstacle institutionnel a la mise en
ceuvre de Dinterdisciplinarité réelle. Evaluer le succes des contremesures existantes, telles que les CID
ou la MITI du CNRS, est une question essentielle mais certainement sans réponse absolue ou définitive.
De telles conditions matérielles d’exercice du métier fagonnent inévitablement la science qui peut étre
produite. Ainsi, travailler a I'interface entre mathématiques et biologie est pour moi passionnant intellec-
tuellement et pleinement justifié par les défis majeurs auxquels I’humanité fait face aujourd’hui,
mais ce n’est jamais facile et cela demande de se positionner volontairement sur une ligne de créte instable.
J'assume cette stratégie scientifique, ses atouts et ses défauts. J’assume également que 'interdisciplinarité
est une pratique collective, organisée selon une division du travail, dans laquelle mon réle est d’apporter
une maitrise pointue des sujets mathématiques. Mon interdisciplinarité est donc permise par ma disci-
plinarité, assise sur celle-ci. C’est pourquoi mon travail de recherche marche sur deux jambes, d'une
part I'approfondissement de la théorie mathématique des équations de réaction-diffusion, d’autre part la
valorisation de cette théorie dans des collaborations a l'interface avec la biologie. Dans les doctorats que
j’ai participé a encadrer comme dans la rédaction de ce mémoire, j’ai tenté de transmettre le gotit pour

cette marche sur deux jambes.
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Annexe

Le principe de comparaison

1l demeurait aveugle aux beautés de la terre
et du ciel qui l’entouraient, car elles étaient
totalement insignifiantes en comparaison de
celles qu’il était seul a voir dans les armées

d’équations qui défilaient dans son esprit.

Arthur C. Clarke

Les Fontaines du paradis

Faute de trouver dans les monographies classiques un énoncé du principe de comparaison suffisant
pour mon usage dans ce mémoire, j’en explicite un ci-dessous et j’en donne une courte preuve. Il s’applique
a des systemes coopératifs avec des coefficients pris dans L®. Par souci de concision, il est rédigé pour
des sur-solutions prises dans L2 (Hlloc) N Cloc €t & croissance a l'infini en espace au plus exponentielle
(un cadre suffisant pour le mémoire et pour tous mes articles publiés & ce jour), mais moyennant des
adaptations techniques relativement évidentes il pourrait étre écrit pour des sur-solutions prises dans
L* (H} ) N L™ (L ) & croissance au plus en eClxl?,

Théoréme A.0.1 (Une version appropriée du principe du minimum). Soit T > 0, N € N*, L €
L ([0, T] x R, RN*N) et pour tout i € [N], A; € W= ([0,T] x R", S;}) uniformément définie positive,
qi € L* ([0, T] x R*,R™). Supposons que L est essentiellement positive :

V(i, ]) € [N]2 i i] —— €SS inf[O,T]an li,]‘ > 0. (Al)
Soit K € N*,
n i\ NK
(01,02,...,0nk) € (L? ([0, T], HL (RM) N C ([0, T] xR™)) ™, (A.2)
U; = Min(vG-1)k+1,V(i=1)K+2> - - -» V(i-1)K+k) pour tout i € [N]. (A.3)

Supposons que u = (u;);e[N| satisfail les propriétés suivantes :

1. en tout x € R", u(0,x) >0;

2. il existe n > 0 tel que lim x| +c0 SUDse[0,7] e"M*lu(t,x) =0;

3. pour tous (i,k) € [N] x [K] et (to,t1) X Q € (0,T] xR" ouvert mesurable tel que u; = v(;_1)k+k dans
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(to, t1) X Q, on a, au sens faible,

N
osu; >V - (A,Vu,) +q;- Vu; + Z li,ju]‘ dans (t(), tl) X Q. (A4)
=

Supposons en outre qu’au moins l'une des propriétés suivantes est vérifice.
(i) K=1.
(i) Au sens faible, pour tout (i,k) € [N] x [K],

N
OtU(i-1)K+k = V- (AiVU(i—l)K+k) +4qi- Vv(i_l)K+k + Z li,jv(j_1)K+k dans (0, T] x R™. (A.5)

Jj=1

(iii) K > 2 et, pour tout (i,k) € [N] x [K], vi-1)k+k € CH([0,T],C3(R™)) et le bord de I’ensemble de
niveau (u; — vi-1yk+k)+({0}) est continu et C1 par morceaux.
Alors
u>0 dans [0, T] xR"™ (A.6)

De plus, s’il existe (t*,x*,i*) € (0,T] x R" x [N] tel que up(t*,x*) =0, alors ux =0 dans [0, t*] x R™.

Démonstration. Toutes les inégalités différentielles dans la démonstration sont & comprendre au sens
faible exposé dans LIEBERMAN 1996, Chapter VI.
Ci-dessous, on démontre les trois cas (i), (ii), (iii) I'un apres Pautre. Il s’avére que les deux derniers

cas sont en fait des corollaires du premier.

Cas (i). Puisque K =1, (A.5) est immédiatement satisfaite pour tous i € [N] et k € [K] = {1}.

On commence par réduire le probléeme a un cas particulier plus facile a traiter. Cette réduction est
tirée de la preuve classique du principe de Phragmen-Lindelof, cf. par exemple PROTTER et WEINBERGER
1984, Chapter 3, Theorem 10, mais utilise une fonction barriere gaussienne simplifiée grace a I’hypothese
de croissance au plus exponentielle faite sur la fonction u.

On pose v : (t,x) +— e""'z—Ct, avec une constante C & déterminer ultérieurement, et u : (¢, x) —

o(t,x)u(t,x). La fonction U est encore dans I'espace fonctionnel (L? ([0, T], H. (R™)) N C ([0,T] x R"))N.

loc
Soit i € [N]. Des calculs standards conduisent & :

N
aﬁii -V (A,V?Il) —qi- V?il - Z l,-,ji?j > U (atU -V (A,VU) —qi- VU) — 2AiVU . Vui

j=1

>u; (00— V- (A;Vo) —q; - Vo) —2A;VIno - (0Vuy;)

>u; (00— V- (A;Vo) —q; - Vo) — 2A;VIno - (V(u0) — u; Vo)

>u; (00 —V-(A;Vo) —q; - Vo +2A;VIno - Vo) — 2AV Ino - Vu;.
(A7)

En utilisant la forme particuliere de v et en notant idg» 1'identité de R",
=V - (A;Vo) +2A;VIno - Vo = (-4 (A; idre - idgn) + 2V - (A; idge) + 8 (A; idgs - idgr)) 0 (A.8)
de sorte que
v —V-(A;Vo) —q; - Vo+2A;VIno - Vo = (—=C + 4 (A; idgn - idgn) + 2V - (A;idge) + 2 (g; - idgn)) 0. (A.9)
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Ainsi, par estimations classiques sur les polyndmes du second degré, il existe une constante m; € R, qui

ne dépend que des normes dans L™ de A;, DyA; et g;, telle que
20—V - (A;Vu) —q; - Vo+2A;VIno - Vo > (-C +m;) 0. (A.10)

Par conséquent, en posant q; = g; — 24;VIno, l~lJ =1;; + (m; — C)d;j, on déduit :

N
oyl = V - (AViT) = G - Vit = ) Ty il > 0, (A.11)

j=1

c’est-a-dire qu’on a ramené le probléme a un cas ou la fonction u étudiée posseéde une décroissance
gaussienne a l'infini uniforme. Si I'on choisit en outre C > max;e[n] (ess SUP[0,7]xR" Lii+m;+ 1)7 alors
max;e[N] €8S SUP[o 1] xrn l~,, < -1, sans perte de généralité.

Dans la suite on omet les ~ et on travaille simplement sur le probleme réduit.

La premiere étape est de démontrer le principe de positivité faible : u > 0 dans [0, T] x R".

Comme dans la preuve classique du principe du maximum faible pour les systémes coopératifs de

PROTTER et WEINBERGER 1984, Chapter 3, Theorem 13, on pose i = u + ee™1 avec ¢ > 0 et

N
M > gl[%c] €SS SUD (4 x) e[0T xR" Z Iij(t,x). (A.12)
=1

La fonction 1 satisfait :

ot > diag(V - (A;V) + qi - V)ienja + L dans (0,T] x R",

u(0,x) > €l pour tout x € R”, (A.13)
1
3R>0 min inf 0;(t,x) = =e¢.
ie[N] (t,x)€[0,T]xdB(0,R) 2

Soit

t* = te (0,T i inf a; (t',x) > 07} . A4
Sup{ OT]| min =~ inf &%) } (A.14)

Par continuité de u et donc de a, t* € (0,T]. Il s’agit de montrer que t* = T. Par 1’absurde, supposons

t* < T. Dans [0,t*] x B(0,R), min;e[n] % > 0, en conséquence de quoi Zfil lijuj > I 6;, et d’our il vient
8tﬁ,- -V (AlVﬁ,) —qi- Vﬁ, - li,iﬁi >0 dans [O, t*] X B(O, R) (A15)

En utilisant les conditions en t = 0 et sur (0,t*] X dB(0,R) ainsi que le principe du maximum faible
scalaire de LIEBERMAN 1996, Chapter VI, Corollary 6.26, il se déduit que min;e[nqinfo+jxp(o,r) @i > 0.
Mais alors, par continuité, il existe 7 > 0 tel que t* + 7 < T et min;e[nq infjo++r)xB(0.R) % > 0. Cela
contredit la définition de t*.

Ainsi, & = u + €eM?1 > 0 dans [0, T] x R™. Ceci étant vrai pour tout ¢ > 0, on peut passer & la limite
&£ — 0 et en déduire le principe de positivité faible sur u.

La seconde étape est de vérifier le principe de positivité forte : s’il existe (£*,x*) € (0, T] X R" tel que
u(t*,x*) =0, alors u = 0 dans [0, *] x R".

Pour cela, il suffit de réutiliser (A.15) et d’appliquer le principe du maximum fort scalaire de LIEBERMAN
1996, Chapter VI, Theorem 6.25. O

Cas (ii). Si, pour tout (i,k) € [N] x [K], (A.5) est satisfaite, alors 'inégalité u > (U(ifl)K+k)iE[N]
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pour tout k € [K] permet de se limiter & montrer les résultats annoncés pour chaque sur-solution
Vi = (U(i—l)K+k)i c[n]- La preuve du cas (i) peut alors s’appliquer mutatis mutandi & chaque vy et la

conclusion générale s’en déduit. O

Cas (iii). Pour pouvoir se ramener au cas (i), il suffit de montrer qu’au sens faible,
dru > diag(V - (A;V) + g - V)ieyqju + Lu  dans (0,T] x R™. (A.16)

Il s’agit de montrer que pour tout i € [N], tout Q € R” un domaine borné et régulier, toute fonction test
@ € CH([0,T] x Q) positive sur [0,T] x Q et nulle sur (0,T) x 9Q et tout t € [0,T], on a :

; N
/ u; (¢, x)@(t, x)dx — / u; (0, %)@ (0, x)dx +/ / —u;0rp + A;iVu; - Vo — (qi - Vui)p — Z lijujp > 0. (A17)
Q Q 0o Jo =

Fixons donc provisoirement i € [N], Q ¢ R” un domaine borné et régulier, ¢ € C!([0,T] X Q) nulle sur
(0,T) xaQ et t € [0,T].
Puisque v(;-1)k+k € C'([0,T],C%(R™)) pour tout k € [K], la fonction u; est lipschitzienne. Donc elle

admet une trace continue sur {0} X Q et {t} x Q. Par intégration par parties,

/Qui(t,x)(p(t,x)dx—‘/Qui(O,x)(p(O,x)dx+'/Ot‘/Q—uiat(p=‘/0t‘/g;atuiqo. (A.18)

Pour intégrer par parties le terme en A;Vu; - Vo, il faut un peu plus de précautions. La distribution
V- (¢(A;Vuy;)) n’est en général pas plus réguliere qu'une mesure de Radon bornée et il est donc difficile
de définir directement la trace de ¢(A;Vu;). Cet obstacle est contourné en revenant a la définition de u;.
Soit

P1=10,t] x QN (u; —v(i—1)k+1) " ({0}), (A.19)

k-1
Pie= (10,4 X Q0 (@ = oG- 1xea) " {OD)\ [ P pour tout ke (2., K} (A.20)
k=1
Ces ensembles mesurables définissent une partition de [0,t] X Q. Par hypothése sur la régularité des
ensembles de niveaux (u; — v(;-1) k+k) "H({0}), les bords 9Pk sont au moins continus et C! par morceaux.
Puisque v(;—1)k+k € CH([0,T],C%(R™)) et A; € WH=([0,T] x R™), AiVo_1)k+k admet sur 9P, une trace

intégrable. Il est donc maintenant possible d’appliquer le théoreme de la divergence afin d’intégrer par

// Al-Vui . V(p = / (PAiVU(i—l)KHc Vi — // V. (Aqu,)(p (A21)
P Py Pr

ou V¢ est la normale sortante unitaire au bord de $. Ainsi,

parties :

N

t
/ /Al-Vu,- . V(D = Z ﬂ AiVui . V(p
0 Q =1 Pr
N N (A.22)
= Z/ ANV 1)Kk Vi — Z // V- (AiVu)e.
k=1 Y%k =1 Y Pr
Grace & @joq =0,

N N

Z/ PANVOG-1) K4k * VE = Z/ PAiVU(i1)K+k Vi (A.23)

k=17 9%k o Jor\ea
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Par continuité de u; et construction de la partition (Pr)re(x],

N N
Z/ PAVO(i-1)K+k Vi = Z Z f PAVU(G_ 1)Kk * Vk
=1 IPi\oQ k=1 k'k (0P \9Q)N (9P \0Q)
N-1 N
= Z / ¢ (AiVoii—1)k+k - Vi + AiVO(-1) K4k - Vi)
k=1 k'=k+1 aPk\aQ)m(asz\aQ)
1 N
Z ¢ (AiVo-1ykek - Vi + AiVoii—1)k+kr - (—Vk))
=2 Jerneanarian)
N
Z @V (v(i-1)Kk+k — O(i-1)K+k') - AiVk

=1 k’=k+1 (0P \ Q)N (P \ Q)
(A.24)

La courbe (0P \9Q)N(aP \dQ), en tant qu’intersection de courbes qui sont par hypotheése continues et C*
par morceaux, est elle-méme continue et C! par morceaux. Elle admet donc une normale et une tangente en
presque tout point (au sens de la mesure de Hausdorff appropriée). Pour tout k € [K-1], k" € {k+1,...,N}
et presque tout (t,x) € (3Pk \ 9Q) N (3P \ 9Q), le gradient V (v(;—1)k+k — v(i-1)k+k’) (£,x) est défini
classiquement et il est normal & la tangente en (¢, x) de la ligne de niveau (v(i_l)K+k - U(,-_l)KJrk/)_l ({0}).

Autrement dit, il est proportionnel & vi. En outre, par définition de u;, la fonction

n = (03-1)k+k — 0(i-1)k+k’) ((£, %) + e (t, x)) (A.25)

est croissante dans un voisinage ouvert de 0. Rappelons que la matrice A; est symétrique définie positive
et que le produit scalaire dans R” est invariant par changement de base orthonormée. De plus, ¢ > 0 dans
[0,T] x Q. Ainsi, pour tous k € [K—1], k" e {k+1,...,N},

/ @V (0(i-1)K+k — 0(i—1)K+k') - Aivi = 0, (A.26)
(9PR\IQ)N (9P \0Q)

de sorte que
N

Z /? . PANVU(i-1)K+k - Vk 2 0, (A.27)
k=1 ¥ 9Pk\0Q

/Ot/QAiVul— Vo > —;iﬂ)kv (A Vuy)o. (A.28)

ce qui mene a

Par conséquent,
¢ N
/ / Oruip + AiVu; - Vo — (qi - Vu)o > Z // (0rvi—1)k+k = V - (AiVoi—1)k+k) = i - VOG- 1)k+k) @
0 Q k=1 Pr
N N
> Z ‘// Z li,juj(p
=1 %31
; N
= Lijujp.
[ D

Cela termine la preuve de (A.16) et donc du dernier cas. O

(A.29)
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La preuve du théoréme est achevée. o

Une remarque importante et que j'utilise régulierement dans mes articles : dans les cas (ii) et (iii), il
n’est pas nécessaire que u coincide presque partout avec I'une des fonctions vectorielles vi = (v(;—1) K+k)i c[N]"
L’expression informelle « le minimum de deux sur-solutions est encore une sur-solution » doit donc s’en-
tendre composante par composante quand il s’agit d’un systéme coopératif. Par exemple, si N = 2, la
partition {{u; = o1}, {u1 =v2}} et la partition {{us =03}, {us =v4}} peuvent différer.

Aucune hypothése de couplage complet (irréductibilité en un certain sens de L) n’a été faite, ce qui
entraine que L pourrait typiquement étre une matrice diagonale et donc u;x pourrait étre nulle sans
que les autres composantes de u ne le soient. Si 'on ajoute une hypotheése d’irréductibilité ponctuelle
uniforme, une application de I'inégalité de Harnack de FOLDES et POLACIK 2009, Theorem 3.9 montre
que u; (1, x*) = 0 implique u = 0 dans [0, t*] X R". Une hypothese de couplage complet plus faible que
lirréductibilité uniforme peut étre gérée de la méme maniere que dans la preuve de GIRARDIN et MAZARI
sous presse, Proposition 2.4.

J'utilise également dans le mémoire une version elliptique de ce principe du maximum, des résultats
d’existence et unicité de solution entre une sur-solution et une sous-solution, ainsi que des corollaires
pour les équations ou systémes semilinéaires avec terme de réaction au moins lipschitzien. Les énoncés

s’écrivent naturellement a la suite du précédent théoréme et sont omis.
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Annexe

Sur l'intelligence artificielle

The problem with artificial intelligence ? It’s

neither artificial nor intelligent. !

Evgeny Morozov, essayiste et historien des

sciences

Avant-propos

Le développement effréné de l'intelligence artificielle (IA ci-dessous), et plus particuliérement de I'TA
générative (IAg), a des répercussions profondes sur la communauté mathématique. Le choc est sans
commune mesure dans les dernieres décennies de I'histoire des mathématiques. Il me semble justifié, et
méme impératif, d’y consacrer quelques lignes. Bien que ce format d’essai dans une annexe a un mémoire
pour 'habilitation & diriger des recherches soit & ma connaissance inédit, ma démarche réflexive n’est en

aucun cas isolée, comme plusieurs références ci-dessous le rappelleront.

Il y aurait fort a dire sur comment I’enseignement des mathématiques est déstabilisé, mais n’étant
pas concerné au premier chef, je me restreindrai ci-dessous au périmetre de la seule recherche. Recherche
et enseignement sont pourtant bel et bien liés. Les adaptations nécessaires pour élargir le périmetre de
la réflexion et inclure ’enseignement devraient étre relativement transparentes.

Les recherches présentées dans le corps de ce mémoire ont été réalisées sans IA, d’abord pour des
raisons chronologiques, ensuite par facilité, méfiance et manque de temps pour me poser sereinement la
question. Rédiger ce court texte m’a donné le temps de la réflexion. Je développerai une proposition en
trois étapes : en ma qualité de mathématicien, je ne peux pas me désintéresser de la trajectoire actuelle de
production de I'TA ; les scientifiques ont intérét a un infléchissement de cette trajectoire par un controle
démocratique ; & mon échelle, je peux contribuer activement & cet infléchissement en poursuivant mes
recherches en mathématiques appliquées a la biologie des populations réalisées sans assistance de 1'TA.

L’expression TA est polysémique. Ci-dessous, j’entends par IA en mathématiques I’ensemble des outils
logiciels (grands modeles de langage, assistants de preuve, calcul haute performance, etc.) qui permettent &
des ordinateurs d’automatiser au moins partiellement des tdches mathématiques que I’on pensait autrefois

(au moins jusqu’a la fin du XX¢ siecle) dévolues aux étres humains.

1. Le probléme avec l’intelligence artificielle ? Elle n’est ni artificielle, ni intelligente.
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Pourquoi le mathématicien que je suis se préoccupe de la trajectoire de production de I'TA ?

La recherche en mathématiques est largement responsable du développement actuel des technologies
d’TA. De nombreux domaines des mathématiques, si ce n’est tous, sont concernés. La théorie des équations
de réaction-diffusion aide par exemple & étudier la propagation de l'information sur des graphes (CHOI,
Hone, PARK et CHO 2023 ; ELIASOF, HABER et TREISTER 2024).

Jusqu’au début des années 2020, la réciproque, les mathématiques sont tributaires de I'TA; était moins
évidente. Mais ces derniéres années ont été le théatre de faits incontestables. En 2025, la découverte
assistée par réseaux de neurones de singularités instables pour ’équation d’Euler tridimensionnelle (Y.
WANG et al. 2025) a été une avancée inattendue pour la théorie des équations aux dérivées partielles. En
2026, la réponse négative donnée par un grand modele de langage a la conjecture d’Erdos sur le probleme
des distances unitaires (ALON et al. 2026) a eu un tres fort retentissement. Ces exemples montrent
que la relation épistémique entre mathématiques et IA a évolué et est en passe de devenir une relation

instrumentale concernant I’ensemble des domaines des mathématiques.

Cette relation instrumentale solidarise mathématiques et IA, les place en situation d’interdépendance
dialectique et de co-évolution. Cette interdépendance avec I'instrument A n’est pas spécifique aux ma-
thématiques. On pourrait arguer que, du fait de la nature méme des grands modeles de langage, tous
les secteurs de la culture humaine artistique ou scientifique sont pris dans un mouvement similaire de
co-évolution. Je souligne que cette co-évolution doit bien étre entendue dans un sens presque darwinien et
non pas dans un sens positiviste dans lequel ’histoire des sciences et des techniques serait un long fleuve
tranquille suivant une trajectoire continue, ascendante et irrésistible vers une notion abstraite et idéaliste
de progres. Bien que ce modele déductif positiviste soit encore ancré chez les mathématiciens et mathéma-
ticiennes, des travaux incontournables du siécle passé en histoire des sciences ont au contraire démontré
que la science est une activité humaine, sociale, historicisée, soumise a des pressions politiques et éco-
nomiques, faite de nécessités mais aussi de contingences, de désordre et de ruptures voire de révolutions

scientifiques. Je pense, sans grande originalité, & KUHN 2012 ou FEYERABEND 1975.

Anticiper les conséquences positives comme négatives de cette co-évolution, savoir si elle releve plus
d’un parasitisme ou d’un mutualisme, est devenu un sujet majeur de discussion au sein de la profession,
comme en témoignent KLOWDEN et TAO 2026 ; ALPER et al. 2026 ; BUBECK et al. 2025; AVIGAD 2026.
Les pronostics les plus optimistes parlent de découvertes scientifiques considérablement accélérées par
des superintelligences artificielles qui pourraient fournir des solutions a des problémes existentiels de
I’humanité comme la crise écologique. Les pronostics les plus pessimistes anticipent un effondrement du
systeme d’évaluation par les pairs, une crise de sens de la science, une disparition mécanique de I’esprit
critique avec le renouveélement générationnel et au final une catastrophe cognitive voire un scénario
apocalyptique digne de grands films de science-fiction. A contrecourant des pronostics extrémes, il se
pourrait également que la recherche en mathématiques soit finalement peu bousculée, par exemple a
cause des débauches de moyens nécessaires a ces automatisations partielles. Quel est le prix total de
la production de ALON et al. 2026 7 Melanie Wood y souligne d’ailleurs deux éléments qui me semblent
importants : ¢’est d’abord le manque de moyens de la recherche académique qui a empéché la preuve d’étre
d’origine humaine ; la médiatisation importante dont bénéficient ces preuves réalisées par IA ne doit pas
faire oublier les bien plus nombreux faux positifs. En amont de la rédaction de cet essai, j’ai pris le temps de
tester I'TAg sur abonnement choisie par le CNRS. J’ai été surpris par 'omniprésence des « hallucinations »,
que ce soit des erreurs de calcul, des raisonnements inadaptés ou des références bibliographiques inventées.
On m’objectera, sans doute & raison, le manque d’entrainement de chaque coté du prompt. Mais force

est de constater que I'obsolescence des humains en mathématiques apres un déploiement a grande échelle
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d’outils de preuve automatisée est encore une perspective relevant de la science-fiction et négligeant la
comparaison entre couts et bénéfices. L’instrument IA peut certes faciliter des découvertes scientifiques
formidables, mais il faut se méfier de ce qui est parfois qualifié de « hype TA » et qui est d’abord un
argument de vente et d’encouragement a la spéculation. Si la démonstration mathématique automatisée
est trop couteuse, elle connaitra peut-étre le méme sort que les voyages lunaires : la prouesse technique
est certes possible mais non concrétisée en dehors de circonstances exceptionnelles.

En paralléle de cet impact sur la science elle-méme, qui attend donc d’étre mesuré rigoureusement, I'TA
est déployée pour automatiser des procédures administratives ou des taches rédactionnelles (que ce soit
de courriels, d’articles, de rapports, d’appels & projet. . . ou de mémoires de recherche ), ce qui transforme
en profondeur des taches courantes des métiers de la recherche ou d’accompagnement a la recherche. On
peut de nouveau constater des impacts positifs comme négatifs. L'TA transforme également les relations
humaines au sein des laboratoires de mathématiques, en suscitant des débats et des polémiques sur ’avenir

de la recherche, de I’enseignement supérieur, du travail en général, du monde tout entier.

Pourquoi poursuivre 'objectif d’un contrdle démocratique de la trajectoire ?

Attribuer des poids a chaque conséquence positive ou négative de cette co-évolution des mathéma-
tiques et de I'TA pour en déduire un bilan ou une extrapolation de trajectoire est un sujet de recherche
interdisciplinaire complexe qui dépasse amplement le cadre de cette annexe. Il m’importe cependant de
souligner que les débats de la communauté doivent résister a la tentation positiviste de sortir I’histoire
des mathématiques de I’histoire de 'humanité. L’histoire socio-économique de I'TA est devenue, par in-
terdépendance dialectique, un pan de I'histoire des mathématiques. Or les trajectoires exponentielles de
I'TA en terme de production d’infrastructure matérielle, de consommation énergétique, de capacité de cal-
cul, de déploiement en entreprise, etc., ne sont pas durablement soutenables. Plusieurs éléments factuels
laissent entrevoir une possible crise de 'TA & court ou moyen terme : la probable bulle financiére (STORM
2025), Vimpact environnemental des titanesques infrastructures matérielles (LUCCIONI, STRUBELL et
CRAWFORD 2025), les guerres pour les ressources nécessaires a ces infrastructures (EYL-MAZZEGA 2025),
les conflits dans le monde du travail pour de meilleures conditions dans ce qu’on appelle le micro-travail
du clic (CASILLI 2019) ou contre les risques psychosociaux liés & Pautomatisation dans le secteur tertiaire
(FERRARINI et LEONELLI 2025) malgré des gains de productivité trés variables (DEL R1I0-CHANONA et al.
2025), la déstabilisation de régimes politiques par des campagnes de désinformation automatisée (DOSHI
et al. 2024), pour n’en citer que quelques uns. D’aucuns étendent méme encore davantage analyse et es-
timent que le développement effréné de I'TA exacerbe les contradictions du capitalisme (TREGUER 2026),
contradictions qui le poussent a la crise.

Il est donc certain qu’une correction de ces trajectoires insoutenables finira par avoir lieu. La forme
historique que celle-ci prendra est par contre incertaine et dépend d’actions entreprises ou non aujourd’hui.

Tout en rejetant toute lecture positiviste de I'histoire des sciences, je tiens a la mission de progres
social traditionnellement associée au travail scientifique. Dans le cadre d’une prospective de crise, il s’agit
pour les scientifiques de travailler & ce que le scénario de crise qui se réalise soit un scénario optimiste.
Optimiste non pas pour permettre la survie des mathématiques en tant que discipline, ce qui releverait
selon moi d’un fétichisme difficilement justifiable, mais bien pour garantir le meilleur avenir possible
a ’humanité. Je m’oppose donc a l'attentisme savamment cultivé de certains collegues. Prétendre que
Iinaction face & une catastrophe en devenir est une question de neutralité ou de pragmatisme est une

faute et un dévoiement. Si, comme P’affirme le comité d’éthique du CNRS (COMETS) dans nombre de ses

2. Jatteste formellement du fait que ce mémoire a été intégralement rédigé sans intelligence artificielle.
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avis, I’éthique scientifique est une éthique de progres, alors ’heure est a la mobilisation des scientifiques
contre la crise en devenir.

Le contréle actuel de la trajectoire de I'TA est motivé par des impératifs de profits économiques pour
quelques grandes entreprises. Toute autre retombée (positive ou négative) qui résulte de ce pilotage de la
trajectoire devrait étre comprise comme secondaire et probablement non intentionnelle. Autrement dit, un
alignement de ce controle a des fins d’enrichissement personnel avec des directions de progres social serait
contingent et probablement éphémere — le ruissellement économique est un mythe (PARIENTY 2018).

Pourtant, I'histoire n’est pas dépourvue d’exemples de contrdles des sciences et des techniques en
faveur de l'intérét général : 'encadrement par la loi des expériences sur les embryons humains, les traités
contre la prolifération des armes nucléaires, ou encore les tentatives contemporaines de réglementation
internationale du forgage génétique. Sur I'TA, les appels, tribunes, manifestes et méme déclarations de
patrons de I'TA philanthropes se multiplient pour presser les pouvoirs publics & approfondir les timides
régulations déja existantes (SLOANE et WULLHORST 2025), c’est-a-dire & exercer un véritable controle

politique sur la trajectoire.

Comment contribuer par la recherche a créer les conditions de ce contréle démocratique ?

Jentrevois trois manieres de contribuer en tant que chercheur & un contréle démocratique de la
trajectoire de 'TA. Toutes sont fondées sur Iexercice de la liberté académique et de Iesprit critique 3.

D’abord, il faut documenter par la recherche la nécessité de ce controle, quantifier rigoureusement
les impacts réels, déterminer dans quelle mesure les risques justifient une mise en ceuvre du principe de
précaution, et tenter de construire un consensus scientifique sur ces sujets. Cela nécessite de bien connaitre
I'TA dont il est question, théoriquement comme empiriquement. Mes quelques tests rapportés plus haut
ne constituent en aucun cas un travail expérimental rigoureux. J’estime ne pas avoir le bagage scientifique
nécessaire pour une telle recherche sur les impacts de I'TA. Je laisse donc cette tache a d’autres.

Ensuite, il faut préserver la possibilité d’une dissociation évolutive entre mathématiques et IA, afin de
crédibiliser la possibilité d’un controle de I'TA qui puisse aller si nécessaire jusqu’a arrét des serveurs sans
que cela n’implique une mise a I’arrét de toute la science humaine. Ici, au contraire, je suis bien positionné :
il me suffit de continuer mon activité de recherche actuelle, qui ne dépend déja pas de I'TA. Il ne s’agit pas
d’un boycott mais plutét d’'une confrontation volontaire & un effort intellectuel, confrontation qui prouve
que cet effort reste dans le périmetre des efforts humainement atteignables. Qu’'une IA insoutenable puisse
me battre au jeu de la démonstration de théoréme n’y change rien : 1a n’est pas ’enjeu.

Enfin, une troisitme maniére consiste a renforcer plus largement la capacité démocratique des sociétés
humaines afin qu’elles soient réellement capables de controler la trajectoire de I'IA. Pour ce faire, il
faut protéger les populations et leur donner du pouvoir d’agir. Le déreglement climatique et ’extinction
de masse sont des menaces sur les populations particulierement fortes et pressantes. Les mathématiques
appliquées sur lesquelles je travaille s’emparent de ces sujets. Elles ont par exemple été fortement sollicitées
apres le déclenchement par zoonose de la pandémie de Covid-19. La modélisation et 'analyse de modeles
en biologie des populations sont incontournables pour une stratégie globale de résilience de 'espéce
humaine dans un environnement sans cesse plus hostile.

C’est pourquoi, en conclusion, je fais le choix de poursuivre mes recherches dans le méme domaine
et avec les mémes outils que par le passé. Cette décision n’est pas immuable et pourra étre réévaluée
en fonction de I’évolution de la conjoncture globale ou en fonction des débats auxquels ce court texte

souhaite contribuer.

3. Bien que je me tienne délibérément dans ces quelques pages a distance de la métaphysique, je remarque que ces deux
caractéristiques, liberté académique et esprit critique, nous distinguent des machines.
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Abstract :

Synthesis of my research work since 2018, this thesis presents my contributions to the study of reaction—
diffusion partial differential equation systems used as models in population biology. Organized in four
chapters covering key themes in my research — the mathematical phenomenon of nonlocal pulling of
invasion fronts ; structured population models; gene drive models; and agroecology models —, it aims to
demonstrate the cross-cutting connections between these themes. It illustrates how the analysis of partial
differential equations and theoretical biology can mutually inform one another from an interdisciplinary

perspective.

Keywords : analysis of partial differential equations, population dynamics, propagation phenomena,

dynamical systems

Résumé :

Synthese de mes travaux de recherche depuis 2018, ce mémoire présente mes contributions a I’étude des
systemes d’équations aux dérivées partielles de type réaction-diffusion employés comme modeéles pour
la biologie des populations. Organisé en quatre chapitres reprenant des thématiques importantes de
mes recherches — le phénomeéne mathématique de tirage non local des fronts d’invasion ; les modeles de
population structurée ; les modeles de forcage génétique ; les modeles en agroécologie —, il s’attache a en
montrer les liens transversaux. Il illustre comment ’analyse des équations aux dérivées partielles et la

biologie théorique peuvent se nourrir mutuellement dans une perspective interdisciplinaire.

Mots-clés : analyse des équations aux dérivées partielles, dynamique des populations, phénomenes de

propagation, systemes dynamiques
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